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LUIGI MIRAGLIA 


RETTORE DELLA R, UNIVERSITÀ DI NAPOLI, 


de 
E IN SEGNO DI GRATITUDINE 


a i to Ren 


AL LETTORE 


Il più importante ramo della Matematica è senza dub- 


bio quello che, traendo profitto dal semplice fatto della 


possibilità di rendere 1 numeri grandi o piccoli quanto si 
vuole, fonda sulle loro mutue relazioni quell'insieme di 
procedimenti analitici, che hanno tanta efficacia per lo stu- 
dio degli enti geometrici e dei fenomeni naturali più sva- 
riati. Sono siffatti procedimenti che costituiscono il Calcolo 
infinitesimale, ed io mi propongo di svolgerli elementar- 
mente, per uso della mia scuola, senza allontanarmi troppo 
dal programma seguito, per varii anni, da G. Battaglini, 
mio illustre predecessore e Maestro. Abbonderò dunque 
alquanto nelle applicazioni, sopratutto in quelle d’ indole 
geometrica, e m'imporrò invece, a malincuore, la massima 
sobrietà nell'esposizione dei principii; dei quali, d'altronde, 
il lettore potrà fare un più ampio studio in eccellenti opere 
italiane, quali sono 1 corsi di Calcolo o Analisi infinitesimale 
del Dini, del Genocchi, del Peano, e la magistrale opera 
del Dini: « Fondamenti per la teorica delle funzioni di varia- 
bili reali». 

Nella stampa di queste lezioni il mio amico D Alfredo 
Perna, professore nella Scuola normale di Lecce, mi ha 
gentilmente ajutato, disegnando le figure e correggendo le 
bozze; ed io lo ringrazio di cuore.. 


Napoli, 15 Giugno 1897. 
E. C. 
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TEORIE FONDAMENTALI 


I. LE FUNZIONI. 


Prime nozioni. 


1. L'infinito non è un numero. Chi si accinge a studiare il Calcolo infi- 
nitesimale deve mettersi in mente che le parole numero infinito son prive 
di senso, giacchè ¿l numero è, per sè stesso, essenzialmente finito. Il con- 
cetto dell’infinito sta semplicemente in ciò *) che, fissato un numero, ci è 
sempre dato di poterne pensare uno più grande. In altri termini l'infinito 
non misura uno stato di grandezza attualmente posseduto da qualche nu- 
mero, ma consiste unicamente nel modo di diventare d'una quantità varia- 
bile, che non trovi limite alcuno nell’ingrandirsi. Rifuggire da considera- 
zioni metafisiche nello stabilire i concetti fondamentali, ed abituarsi a non 
adoperar mai una parola o un simbolo, che non siano stati prima definiti nel 


modo più preciso, sono condizioni indispensabili per intender bene il Calcolo 
infinitesimale. 


2. Variabile indipendente. Quando c'imbattiamo in una quantità 
variabile æ, alla quale sia lecito assegnare quel valore che più ci piace; noi 
la chiamiamo variabile indipendente. L'insieme dei valori di z, compresi 
fra due numeri, a e b, si chiama #ntervallo, e si rappresenta con (a,b). 
Questi numeri sono gli estremi dell’intervallo, e, qualora non si dichiari 
esplicitamente il contrario, essi debbono essere considerati come apparte- 
nohti all’ intervallo stesso; il più piccolo dicesi estremo inferiore, l’altro 
estremo superiore, e la loro differenza assoluta misura la grandezza dell in- 
tervallo. Per esprimere che un fatto qualsiasi avviene in un intervallo, pic- 


*) Si legga, in proposito, la terza delle « sept leçons de physique générale» di Cauchy. 
Così, del resto, intendeva l'infinito Leibnitz, uno dei fondatori del Calcolo. Vedi il « Résumé 
du Cours d’ Analyse infinitesimale de l Université de Gand » di P. Mansion, p. 220. 
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si è in diritto di rappresentare '/,7 — arcsenw con arccos, vale a dire che 
arcsene + arccos = t/t . 


Il lettore troverà da sè le altre relazioni che intercedono fra i simboli are sen, 
arccos, arctg, avendo cura di tener sempre presenti le limitazioni imposte dalla 
definizione dei simboli stessi, senza di che è assai facile cadere in errore. Per con- 
vincersi di ciò basta osservare che la formola 

ut v 


l— uv 


arctgu -+ arctgv=arctg 


? 


equivalente ad una nota formola irigonometrica, non è esatta se non per uv<l: 
quando v supera l bisogna aggiungere o sottrarre % al secondo membro, se- 
condo che il comune segno di x e v è + o —. 

d) Quando si conviene di attribuire ad y il valore 0 o il valore 1 secondo 
che æ è razionale o irrazionale, si definisce una funzione di æ, che non si presta 
in alcun modo all’inversione. Altrettanto si può dire della funzione definita dal- 
l'obbligo di conservarsi uguale ad 1 per tutti i valori positivi di x, a —1 per 
tutti i valori negativi, e di essere 0 per x =Q. Questa notevole funzione s’incon- 
tra frequentemente nelle ricerche aritmologiche di Kronecker *), il quale la 
rappresenta col simbolo sgnæ, che si legge signum «. A prima vista non sembra 
possibile esprimerla mediante i simboli funzionali già noti; ma invece è facile tro- 
varne varie espressioni, sopratutto se si adopera l'operazione lim, quale si è stu- 
diata in Algebra, cioè il passaggio al limite nell’ ipotesi che un numero intero n 
vada crescendo indefinitamente. Infatti si ha 


n na 


SL 


2 
7 PER ia sgen y= — limarcteng . 
e T ’ (e) qu n=» 8 


sgn æ = lim 


; i i | ; sd 
Del resto, senza far uso dell'operazione lim, se si conviene che la funzione arctg —, 
x 


priva di significato per «=0, valga 0 per questo valore di œ, è facile vedere 
che si ha 


2 1 
ggna=— (arctg +arctg 3) . 


Un'altra funzione, strettamente legata alla precedente, è definita dalla condizione 
di mantenersi uguale al valore assoluto della variabile. Si è soliti rappresentarla 
con |æ |. Evidentemente |æ |= æsgn æ. Finalmente la funzione 


y = limsgn (sen? n! ra) 


è appunto quella che abbiamo definita in principio, perchè, se x è razionale, nla 
finisce per diventare e rimanere, crescendo n, un numero intero, dimodochè 
y=sgn0=0: ciò non accade mai quando œw è irrazionale, sen*n!mx si con- 
serva positivo, e però y =l. 

e) La frequenza y della cifra O tra le cifre decimali di x è una interes- 
sante funzione di œ, che noi rappresenteremo sempre con &(@) per distinguerla, 
in seguito, quando avremo occasione di addurla in esempio. In altri termini, se 


*) « Beweis des Reciprocitdtsgesetzes für die quadratischen Reste », 
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fra le prime n cifre decimali del valore attribuito ad æ s'incontrano m zeri, e 
se il rapporto di m ad n tende ad un limite, quando n cresce indefinitamente, è 
questo limite che noi conveniamo di assumere come valore di y, corrispondente 
al dato valore di æ. Questa y=%v(x) non ammette funzione inversa, e ciò non 
perchè non si possa (come nelle funzioni definite.in ultimo luogo) assumere y a 
variabile indipendente, ma perchè ad ogni valore di y corrispondono infiniti va- 
lori di æ, fra i quali non si riesce ad isolarne uno, come si è potuto fare per le 
funzioni circolari inverse. Infatti, fissato il numero positivo k, piccolo quanto si 
vuole, prendiamo v sufficientemente grande perchè sia 10”>l:%, e chiamiamo 
x'—a il numero che si ottiene sopprimendo in 2 —a tutte le cifre che stanno 
alla destra della v°”° decimale. Evidentemente |e—a"| <A, e d'altra parte, poi- 
chè l'addizione di x —a ad a modifica soltanto un numero limitato di cifre, è 
chiaro che w(a°)= (a). Dunque il valore che la funzione prende per un valore 
qualunque a, attribuito ad æ, si ripresenta infinite volte intorno a qualunque altro 
valore di æ. Inoltre si noti che si può far variare m insieme ad n in modo che 
m:n non tenda ad alcun limite, e costruire così un numero a, tale che non esi- 
sta o(a). Dalla dimostrazione precedente risulta che avviene altrettanto intorno 
ad ogni altro valore di æ, vale a dire che in qualunque intervallo, per piccolo 
che sia, la funzione v(x), per infiniti valori di x, non è definita. 
f) Le serie ci forniscono altri esempii di funzioni. Così, ponendo 


y=a—!/20°+'/30°—..., 


si definisce la funzione y nell'intervallo (—1,1), escluso l'estremo inferiore, 
nel quale intervallo è noto *) che y assume gli stessi valori dell’ altra funzione 
log(1- æ), definita in tutto l'intervallo (— 1,0%), escluso sempre l'estremo in- 
feriore. L'eguaglianza 


F(0) = sen2rx -+ t/, sendrag 4-!/3sen6re+..... 


definisce F(x) per tutti i valori di œ, ed è utile sapere che questa funzione si 
può esprimere mediante altre due, semplicissime, cioè [Œ], massimo intero con- 
tenuto in œ, e sgnæ. Si riesce infatti con mezzi elementari **) a dimostrare che 


| 2 


F(@)=sgn(e—[e])-2(e—-[2]), 


Te 
o, se si vuole, 


È F@)=p(-2)-p(0) , 


rappresentando con p(a) l'eccesso di æ sul massimo intero contenuto in œ, cioè 
x-—[«]. In particolare se ne deduce che nell'intervallo (0,27), esclusi gli e- 
stremi, è vera la formola seguente, che ci sarà utile: 


seng + */asen2æ -+ t/; senam + e= t/a (T — 2). 


*) Cesàro: « Analisi algebrica » p. 121. È 
**) Pringsheim: « Mathematische Annalen » vol. 26, p. 193. Per la rappresentazione delle 
funzioni con serie trigonometriche il lettore potrà, terminato questo corso, studiare l’opera del 


Dini: « Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche delle funzioni di una varia- 
bile reale ». 
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g) Ma, come si è detto, non è necessario che y si sappia o soltanto si possa 
esprimere con simboli analitici, rappresentanti operazioni note da eseguire su æ; 
basta che, in un modo qualsiasi, la conoscenza di ciascun valore di æ determini un 
valore di y, per poter affermare che y è funzione di œ. Per esempio la solubi- 
lità d’ un sale, la tensione ed il calorico latente del vapore acqueo sono funzioni 
della temperatura. La più importante funzione d’ una variabile indipendente, dice 
Thomson, è forse, a Liverpool, il prezzo del cotone, quantunque non si riesca a 
scorgere alcun legame analitico fra questo prezzo ed il empo, computato a par- 
tire da un istante arbitrario. Altre funzioni del tempo sono: il tempo stesso, quale 
risulta dalle indicazioni d’un pessimo orologio; la temperatura in un dato punto 
dello spazio, o quella che vien segnata da un dato termometro, e che si lascia rap- 
presentare *), in media ed approssimativamente, mercè le funzioni circolari; ece. 
Per tutte queste funzioni non esiste funzione inversa. Come si potrebbe, infatti, 
asserire che il tempo è funzione della temperatura? Ma la più meravigliosa fun- 
zione del tempo è senza dubbio la pressione dell’aria sul timpano **): immaginan- 
dola costruita, per esempio, mercè l'audizione d’un pezzo di musica, eseguito da 
un'orchestra, per quanto i suoni di questa siano complicati, o bruschi, 0 discordi, 
e si sovrappongano ad altri, basterebbe la sua conoscenza per poter fedelmente ri- 
produrre l'insieme dei suoni uditi, e per avere anche indicazioni estranee alla ef- 
fettiva percezione del suono ***), 


5. Un insieme di numeri si dice finito se i numeri che lo costituiscono 
appartengono ad un intervallo finito. Evidentemente un tale intervallo (a,b) 
si può rendere grande quanto si vuole, facendo diminuire a e crescere b, 
senza che cessi di contenere tutti i numeri dell’ insieme; ma non è possibile 
renderlo piccolo ad arbitrio. Quando a va crescendo e b diminuendo può 
darsi (e più oltre si vedrà che ciò avviene sempre) che si finisca per incon- 
trare due numeri ìà e p, tali che nell'intervallo (à, p) cada, come in (a,b), 
ogni numero dell’ insieme, ma che, per quanto poco si faccia ancora crescere 
o diminuire p, il nuovo intervallo non contiene più tutti quei numeri. Or- 
bene gli estremi di questo minimo intervallo (X,p) si chiamano limite infe- 
riore e limite superiore dell'insieme che si considera, c si possono definire 
così: ¿l limite inferiore (superiore) d'un insieme di numeri è il massimo (mi- 
nimo) fra i numeri non maggiori (minori) di alcun numero dell’ insieme. 
Ciascuno di questi limiti non appartiene sempre all'insieme dato; ma è chia- 
ro che, se ciò accade, esso è il minimo o il massimo numero dell’ insieme. 
Viceversa, quando un tal minimo (o un tal massimo) esiste, esso è necessa- 
riamente il limite inferiore (o il limite superiore) dell’ insieme che si consi- 
dera. Così, preso un numero positivo q, minore di 1, l’ insieme dei numeri 
1,9;9*,9°,... ha come limiti 0 ed 1; ma, mentre 1 è il massimo, 0 non si 
può chiamare minimo, perchè non sta fra i numeri dati. Similmente l’ insie- 


*) Liagre: « Calcul des probabilités » p. 288. 
**) Duhem: « Cours de physique mathématique » (autogr. t. II, p. 280). 
***) Thomson: « Conférences scientifiques et allocutions » p. 178 (con nota di Briilouin 
in fondo alla pag. 180). 
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me dei numeri razionali, appartenenti all’ intervallo (0,7), ha come limiti 
gli estremi dell'intervallo; ma 0 è il minimo numero dell’ insieme conside- 
rato, mentre ©, limite superiore, non si può chiamare massimo, perchè non 
è un numero razionale. 


6. Una funzione si dice finita in un dato intervallo quando è finito l’ in- 
sieme dei valori che essa prende nell’intervallo stesso; ed i limiti di questo 
insieme si chiamano limiti (inferiore e superiore) della funzione. In altri 
termini il limite inferiore d’una funzione, in un dato intervallo, è caratteriz- 
zato dalla doppia proprietà di non superare alcun valore della funzione, e di 
esser tale che ogni numero superiore ad esso è anche superiore a qualche 
valore della funzione; ed analogamente il limite superiore, non superato da 
alcun valore della funzione, è tale che ogni numero inferiore ad esso è su- 
perato da qualche valore della funzione. Questi limiti possono dirsi minimo 
e massimo sol. quando la funzione li raggiunga effettivamente nell’ inter- 
vallo che si considera. Così, per esempio, la funzione seng è finita in qua- 
lunque intervallo, e vi ammette sempre un minimo ed un massimo, che sono 
—1 e +1 quando l'intervallo non è minore di 2r. È anche finita la fun- 
zione æ — [x], che in ogni intervallo non minore di 1 assume il valore mi- 
nimo 0, ma è priva di massimo, perchè 1, limite superiore, non è un valore 
che la funzione raggiunge. Invece la funzione che per azo è espressa da 


z? Per x=0 è uguale a 0, non è finita negli intervalli che racchiudo- 


no 0, perchè, dato / arbitrariamente grande, è sempre possibile trovare va- 
lori della funzione superiori ad / o inferiori a —/: basta prendere x infe- 


riore ad F in valore assoluto. Una funzione può anche essere finita in un 


senso, e non essere finita nel senso opposto, come, per esempio, non è finita 
la funzione espressa dal quadrato della precedente, in ogni intervallo che 
4 


racchiude zero; come non è finita e” quando nell'intervallo che si conside- 
ra, escluso l’estremo superiore, è contenuto lo zero; ecc. Queste funzioni non 
sono finite, in quanto che son prive di limite superiore, mentre ammettono 
in qualunque intervallo un valor minimo. 


7. Lemma I. Ogni criterio, che permette di scomporre V insieme di 
tutti i numeri in due classi, tali che i numeri duna classe siano inferiori a 
quelli dell altra, individua un numero, massimo nella classe inferiore o mi- 
nimo nella classe superiore. 

Prendiamo infatti un numero æ nella classe inferiore, un numero b 
nella classe superiore, e spezziamo in due l'intervallo (a,b) mediante il nu- 
mero c='/,(a-+-d). Secondo che questo appartiene alla classe inferiore o 
alla classe superiore, consideriamo l’intervallo (c,b) o (a,c), che rappre- 
senteremo sempre con (a, ,d,), dimodochè si ha, nel primo caso, a,=c>a, 
b, =b, e nel secondo a, = a, b =c <b. In entrambi i casi 


aZa ) b, Sb , Öb — a, = */ (b —a). 
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Come dall’intervallo (a,b) si è dedotto (a, ,0,), così da questo si può nello 
stesso modo dedurre un intervallo (a,,0,), poi (43,03), ecc., e seguitando 
si perviene ad un (a,,,0,), che si trova sempre, qualunque sia #, nelle iden- 
tiche condizioni di (a,b), in quanto che il suo estremo inferiore appartiene 
alla classe inferiore, ed il superiore alla classe superiore. Intanto si ha 


b-a 

i 

e si vede che i numeri a,,, mantenendosi inferiori a b, vanno crescendo con 
n, o si serbano costanti. Essi tendono dunque ad un limite $, al quale ten- 
dono anche i numeri b„, perchè, crescendo ~ all’ infinito, 


aSa,£a,£... b2b,24,Z... A 


lim (6, —a,) = lim 5" =0 , limb = lima, + lim (č, —a,) =É . 
Orbene è questo © il numero individuato dalle due classi. Fissato ad arbi- 
trio x <£, siccome lima, =, si deve poter prendere n sufficientemente 
grande affinchè sia a, >, e però v appartiene, come a,, alla classe in- 
feriore, e nello stesso modo si dimostra che ogni numero maggiore di $ ap- 
partiene alla classe superiore. Intanto ģ sta necessariamente in una delle 
due classi, poichè abbiamo supposto che tutti i numeri siano stati classifi- 
cati; ed è chiaro che, in quella classe che lo racchiude, esso è il massimo o 
il minimo numero, giacchè per poco che se ne aumenti o se ne diminuisca 
il valore si cade nell’altra classe. 


8. Lemma II. Ogni insieme finito, costituito da infiniti numeri, rac- 
chiude almeno un numero, intorno al quale cadono infiniti numeri del? in- 
sieme stesso. 

Infatti, se dividiamo in due, come nel paragrafo precedente, l’ inter- 
vallo (a,b), che racchiude tutti i numeri dell’ insieme, è chiaro che in uno 
almeno dei due intervalli parziali cadono ancora infiniti numeri dell’ insie- 
me. Un tale intervallo, metà del precedente, si rappresenti con (a, ,b,), e 
da esso analogamente si deduca una successione di intervalli (a,,,0,); i cui 
estremi tendono, come si è visto, ad un comune limite é. Ora, fissato il nu- 
mero positivo 4, si deve poter trovare un numero » sufficientemente gran- 
de perchè sia a,>É£—, e simultaneamente b, <- h. Così l’ intervallo 
(a, ,0,) è contenuto in (£5—%,É-4%), e però in questo cadono, come in 
(a, ,0,), infiniti numeri dell’ insieme, e ciò per valori di % piccoli quanto si 
vuole. 


9. Teorema I. Se una funzione è finita in un intervallo, essa vi am- 
mette sempre il limite inferiore ed il limite superiore. 

Poniamo in una classe, che diremo inferiore, tutti i numeri che non son 
maggiori di alcun valore della funzione, e nell’ altra quelli che superano 
qualche valore della funzione. Ogni numero a della classe inferiore è infe- 
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riore a qualunque numero b della classe superiore, giacchè, per dire che b 
appartiene a questa classe, è necessario che la funzione prenda almeno 
un valore y, minore di b, e d’altra parte, non potendo a superare Yo, 
è a& Yy <b. La classifica così fatta di tutti i numeri definisce, in virtù del 
primo lemma, un numero A. Intanto non può esistere nella classe superiore 
un numero b più piccolo di tutti gli altri, perchè ogni numero b', tale che 
Yo <b'<b, appartiene alla stessa classe. Dunque à è massimo nella classe 
inferiore, cioè massimo fra i numeri non maggiori di alcun valore della fun- 
zione: esso è dunque il limite inferiore. Nello stesso modo si dimostra l’esi- 
stenza del limite superiore. Evidentemente il teorema vale per qualunque 
insieme finito di numeri. 


10. Teorema II. Se una funzione è finita intorno a tutti i numeri di 
un intervallo finito, essa è finita nell’ intervallo. 

Procedendo per assurdo dimostreremo che, se la funzione non è finita 
nell'intervallo dato, esiste in questo almeno un numero, intorno al quale 
essa non è finita. Negando che la funzione sia finita si afferma la possibilità 
di trovare, fra i valori che la funzione assume nell'intervallo che si consi- 
dera, almeno un valore y, superiore ad un numero /,, arbitrariamente pre- 
stabilito, e quindi anche un valore y, superiore ad un numero arbitrario l}, 
maggiore di y,; e così di seguito, indefinitamente, avendo cura di costruire, 
i numeri } ,/,,%3,... in modo che vadano crescendo oltre ogni limite. I va- 
lori Y:Y2:%a:--. della funzione corrispondono a valori %,,%,,%3,... della 
variabile indipendente, tutti differenti fra loro e per conseguenza in numero 
infinito. Questi appartengono ad un intervallo finito, e però, in virtù del se- 
condo lemma, ve ne sono infiniti intorno ad uno o più numeri dell’ interval- 
lo: sia £ un tal numero. Fissiamo % positivo ed arbitrariamente piccolo, e 
dimostriamo che nell'intervallo (£6—%,£--/) la funzione può superare 
qualunque numero l, grande quanto si vuole. Infatti, se si prende v suffi- 
cientemente grande perchè sia 7,>/ per ogni n>v e se si osserva che nella 
successione Zy, 3 Zy.a: Lyg- SÌ deve sempre finire per incontrare un nume- 
ro x, appartenente all’ intervallo (£—%,5-+%), si vede subito che in que- 
sto la funzione prende il valore y, > 4, > l. 


11. Teorema III (primo di Weierstrass). Se una funzione è finita 
inun intervallo finito, questo racchiude almeno un numero, intorno al quale 
la funzione ha gli stessi limiti, inferiore e superiore, che ammette nell in- 
tervallo dato. 

Possiamo limitarci a dimostrare il teorema per un solo dei limiti: sia, 
per esempio, il limite inferiore à. Se questo è un minimo , esiste, nell’inter- 
vallo (a,b) che si considera, almeno un numero &, per cui si ha f(&) =, 
ed è chiaro che intorno a £ il numero à è sempre il minimo valore della 
funzione. Se à non è un minimo, ciò vuol dire che f(x) — A si conserva 
sempre positiva in (a,b), ma può prendere valori piccoli quanto si vuole, 
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d'onde segue che la funzione 
l 
f(a) — à 
è definita in tutto quell’intervallo, ma non è finita. Esiste dunque in (a,b) 
un numero &, intorno al quale 9(x) non è finita, vale a dire che, dato un 


numero l, grande quanto si vuole, si riuscirà sempre a trovare nell’ in- 
tervallo (—h, +h), arbitrariamente piccolo, un numero %,, tale che 


(x) = 


o(2,)> l, e conseguentemente f(x) <à + 7> cioè f(x) inferiore ad un 
numero maggiore di à, ma vicino a X quanto ci piace. Dunque in (£—4,5+-4), 
come in (a,b), il numero A è il massimo fra quelli che non superano alcun 
valore della funzione. 


Tendenza al limite. 


12. Si dice che i valori di f(x), a destra di a, tendono al limite /, 
quando, tendendo # ad a per valori decrescenti, la differenza f(x) —! fi- 
nisce per diventare e restare inferiore, in valore assoluto, a qualsiasi nu- 
mero positivo. In termini più espliciti, si dice che f(x) ha per limite l, a 
destra di a, e si scrive | 

lim /(0)=!, 

C=0%+0 
quando ad ogni numero positivo e, arbitrariamente piccolo, corrisponde un 
numero positivo 4, tale che per ogni valore di 2, appartenente all’ inter- 
vallo (a,a+%), escluso l'estremo inferiore, sia 


If) —!|<e. (1) 
Similmente si dice che f(x) ha per limite l, a sinistra di æ, e si scrive 
allo (0) S1 , 


quando ad ogni numero e> 0 corrisponde un numero Aœ 0, tale che sia 
vera la (1) per tuttii valori di æ non inferiori ad a — h, ma inferiori ad a. 
Quando poi si scrive, come avviene comunemente, 

lim (a) =? , 

=u 
si vuole affermare che i limiti di f(x), a destra ed a sinistra di a, esisto- 
no, coincidono e sono uguali ad /. Solo per brevità si usa scrivere e dire che 
f(x) tende ad per x=a; ma è sottinteso che x deve assumere tutti i va- 
lori infinitamente prossimi ad a, escluso precisamente il valore a. Insom- 
ma non bisogna confondere i valori destro e sinistro, f(a +0) ed f(a—0), 
che una funzione tende ad avere in a, col valore f(a) che essa prende ef- 
fettivamente per c= a. 


13. Si dice poi che, per æ infinito, f(x) tende ad un limite /, quando 
ad ogni numero positivo e corrisponde un numero $, tale che per 2 > & sia 
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sempre vera la (1). Si dice che, per æ tendente ad a, a destra o pure a si- 
nistra, i valori di f(x) crescono oltre ogni limite (o tendono all'infinito), e 
si conviene di scrivere 


lim ((@)=% , lim f(@)=®, 


eza40) 


quando ad ogni numero l, arbitrariamente grande, corrisponde un numero 
positivo %, tale che nell intervallo (@,@4-%), o in (aæa—h, a), escluso l'e- 
‘ stremo 4, sia sempre f(x)>/. In modo analogo si definisce la tendenza al- 
l’ infinito negativo. Si dice finalmente che, per æ infinito, f(x) cresce oltre 
ogni limite, e si conviene di scrivere 

lim /(@)=% , 

az 
quando ad ogni numero /, arbitrariamente grande, corrisponde un numero 
5, tale che per > & sia sempre f(«)> l. Per poco che vi si rifletta è fa- 
cile convincersi che tutte queste definizioni sono informate ad un principio 
unico. Qui è bene osservare che spesso, invece di affermare che una funzione 
cresce indefinitamente quando w tende ad a, o che tende ad un limite / 
quando æ cresce indefinitamente, si dice che la funzione è infinita per s=a, 
o che, per x infinito, ha il valore l. Sono locuzioni puramente convenziona- 
li, che hanno la loro utilità, e che non possono dar luogo ad inconvenienti 
quando se ne sia dichiarato, una volta per tutte, il significato preciso. Ed in 
corrispondenza a quel modo di esprimersi si usa scrivere 


f(a)=%, o [(®)=1. 


Così diventa lecito definire (cfr. $4, c)) arctge nel modo stesso di arcsen s, 

senza escludere i valori #'/,7, altrimenti sarebbero prive di significato le 
4 f T ; 

uguaglianze arctg(t 0)=//,7, come l’altra tg 9: IN questa, vera- 

mente, si sottintende qualche cosa di più, cioè che nel primo membro va 

messo t/m — 0 per '/,77, giacchè si ha tg('/,nt0)=<o0. 


14. Con dimostrazioni identiche a quelle che sono state adoperate in 
Algebra, nel caso d’una variabile intera, si stabiliscono le seguenti proprie- 
tà. Una funzione che assume, al crescere di x, valori tali, che nessuno sia 
più piccolo d’ un valore precedente, deve, per x infinito, tendere ad un li- 
mite finito o infinito, perchè ad una simile funzione basta diventare mag- 
giore d’un numero fisso per restar poi tale quando x cresce. Se una funzione 
è compresa fra altre due che tendono, per x tendente ad a, ad un comune 
limite l, tenderà anch'essa ad l. Se, per x tendente ad a, una funzione 
ammette un limite diverso da zero, essa finisce per assumere e conservare 
il segno di questo limite; e però una funzione che, intorno ad un dato va- 
lore a della variabile indipendente, non cessa mai di assumere valori posi- 
tivi e valori negativi, non può, quando æ tende ad a, tendere ad un limite 

3 
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diverso da zero. Se w,v,w,... sono funzioni di #, ed è, per x tendente ad a, 


bero 3 lio =B |, limbvet.;... 
è pure 


lim(u+v+w+...)=a+B+rY+... , limuvw...=apf..., 


purchè le funzioni considerate siano in numero finito. Il limite del quo- 
ziente di u per v è il quoziente di æ per B, purchè B non sia nullo; ma 
qualche cosa si può anche dire nei casi in cui il denominatore non tende ad 
un limite finito, diverso da zero. Infatti, se v cresce indefinitamente, mentre 
u si mantiene finita, il quoziente tende a zero; e se v tende a zero conser- 
vando il segno di x, mentre 1:v si mantiene finita, il quoziente cresce in- 
definitamente in valore assoluto. Non abbiamo ancora i mezzi per calcolare 
il limite del quoziente quando numeratore e denominatore tendono simul- 
taneamente a zero o all'infinito; ma la questione sarà trattata alla fine del 
secondo capitolo. 


15. Lemma. Da qualunque successione di numeri si può sempre stac- 
care un’altra successione, che tenda ad un limite finito 0 infinito. 

La successione proposta 4,,4,;43;..., se non contiene infiniti numeri 
inferiori o uguali ad @,, ne racchiude certamente infiniti che superano a, . 
Supponiamo, per fissare le idee, che vi siano infiniti numeri superiori ad a,, 
e rappresentiamo con a,, uno di essi. Questo può, a sua volta, essere seguito 
da qualche numero t, che lo superi, e fra i numeri che seguono tr, può 
darsi che se ne trovi uno, 4, > superiore ad a, » ecc. Quando la scelta di 
questi numeri si possa protrarre all'infinito, si riuscirà a staccare dalla suc- 
cessione data una successione di numeri crescenti, i quali tendono necessa- 
riamente ad un limite finito o infinito. Nel caso contrario si dovrà finire per 
trovare qualche numero a,» non superato dai numeri che lo seguono. Fra 
questi resteranno sempre infiniti numeri superiori ad a,: da uno di essi, 
a,, , SÌ inizii una nuova successione di numeri crescenti, che potrà fermarsi 
ad un termine a, , non inferiore ad alcun termine seguente, ma inferiore o 
uguale ad an, Così proseguendo si costruisce il quadro 


A, seit Sane Aa O Lan ? 
a, so r Shi k 
a, lia e de e ST <a, ; 


MAR oo T edi a «fr dae, 


e se non si giunge ad una successione indefinita di numeri crescenti, si fini- 
sce per costruire la successione indefinita di numeri non crescenti 


a, DA, Da, Deo i 
na X 


che ammette un limite finito. 
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16. Teorema IV. Per l’esistenza Run limite finito di f(x), a destra 
di a, occorre e basta che, dato = positivo e piccolo quanto si vuole, si possa 
sempre trovare un numero positivo h, tale che, per ogni coppia di valori x' 
ed x", presi nell intervallo (a,a-4 h), escluso l'estremo inferiore, riesca 
f(x)— f(x") inferiore ad e in valore assoluto. 

La condizione è necessaria. Se, infatti, f(x) tende ad /, quando x ten- 
de ad a per valori decrescenti, vuol dire che, dato eœ 0 piccolo quanto si 
vuole, esiste un numero positivo 4, tale che per ogni valore di x non supe- 
riore ad a+ %, ma superiore ad a, è sempre 


If) t|<'/c - 


Dunque, se 2" ed x” appartengono al detto intervallo, si ha simultanea- 
mente i 4 
If(@)—1|<'/e , |f(@)_1]<'k8; 


poi 


(Aæ) —f@")|SIf(@)—2| +4 Mo")|<e . 


Inversamente, dato ad arbitrio il numero positivo e, supponiamo determi- 
nato un intervallo (a,@-+%) in cui si abbia, escludendo l'estremo inferiore, 


If) 0) <"/a8 . (2) 


Nel detto intervallo si scelga arbitrariamente una successione di numeri 
decrescenti, tendenti ad a, e si consideri la successione dei corrispondenti 
valori della funzione. Abbiamo visto che da questa seconda successione si 
possono sempre staccare infiniti termini f(a,), f(a), f(43) ,..., che tendano 
ad un limite, e questo limite non può essere infinito, perchè dalla (2) si de- 
duce 
f(a.) —'/,8<f(a,) <fl H hE - 
Sia dunque 
limf(a,)=?, 


e si prenda n sufficientemente grande perchè si abbia 
If(a,) — I| <'/28 


Per ogni valore di æ, preso in (a,a +), escluso sempre l'estremo infe- 
riore, è pure, per l'ipotesi (2), 


If) — (an) | <"/a8 ; 
quindi, sommando le ultime due disuguaglianze, 
[Œ= SIRE) — flan) |+ Ifan) KE . 


È dunque 7 il limite destro di f(x). Con lieve modifica il teorema vale an- 
che per l’esistenza del limite sinistro. E poi facile adattare la dimostrazione 
precedente al caso di æ crescente all’ infinito: basterà sostituire al numero 
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h un numero È, estremo inferiore d’un intervallo infinito, in cui vanno presi 
i numeri z' ed z”. 


continuità. 


17. Funzioni continue. Una funzione si dice continua, per €=a, 
quando, a destra ed a sinistra di a, i limiti dei suoi valori coincidono col 
particolare valore che la funzione assume per 2= a. La continuità di f(@), 
per =a, è dunque espressa dalle uguaglianze 


f(a+0)=f(a) , f(a-0)=/f(a) . 


La funzione si dice continua in un intervallo quando è continua per tutti i 
numeri dell’ intervallo. Può darsi che la funzione sia continua soltanto a der 
stra o soltanto a sinistra di a. Ciò avviene quando sussiste una sola delle 
precedenti uguaglianze. Si noti che nel dire, per esempio, che una funzione 
è continua a destra di a, si è costretti ad andar contro una definizione ge* 
nerale, posta precedentemente (I, 2); e però, quando si vuole asserire che in 
un intervallo, preso alla destra di a, la funzione è continua, bisogna aver 
cura di dirlo esplicitamente. Importa osservare che la definizione della con- 
tinuità è tutta contenuta nell’uguaglianza 


limf(@)=/(lima), 


dimodochè si può dire che la possibilità di permutare il simbolo lim col sims 
bolo f è caratteristica per le funzioni continue. 


18. È chiaro che proprietà analoghe a quelle dimostrate in Algebra , 
nella teoria dei limiti, si hanno per le funzioni continue. In particolare: la 
somma cd il prodotto di più funzioni continue, in numero finito, sono fun- 
zioni continue. Se, per esempio, sono continue per un determinato valore 
di x le funzioni (æ) e (x), per lo stesso valore di x sono continue 


hè f(a)=9(2)+U2) , 92M) Y(1) , 
perché 


lim f(2)=lim@(2) + limy(a)= g(lima) + W(lima)="/(lima) , 
limg(2)=lim@(@).limy(e)= g(lima)Y(lima)==g(lim @) . 
È anche funzione continua il quoziente di due funzioni continue, purchè si 
escludano quei valori della variabile indipendente, che annullano il denomi- 
natore. Finalmente si osservi che ogni funzione continua d’ una funzione 
continua di x è funzione continua di x. Infatti, se con le funzioni continue 
(e) e 4(x) si forma la funzione f(z)=%9(4(x)), si ha 


lim/(2) =lime(4(2))=g(limy(a))=9(t(limz))=/(lima) , 


purchè negli intervalli in cui si avvera la continuità di ọ cadano valori, che 
p prende negli intervalli in cui è continua. Questi valori costituiscono, come 
poi ($ 26) si vedrà, uno o più intervalli, nei quali è continua la funzione f. 
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19. La nozione di continuità è assai utile per completare la definizione 
di talune funzioni, segnatamente di quelle che in Algebra sono state definite 
soltanto per valori razionali della variabile indipendente. Se la funzione f(@) 
è tale che, dato il numero positivo £, piccolo quanto si vuole, sia possibile 
determinare intorno ad ogni valore di x un intervallo, nel quale la diffe- 
renza fra due valori qualunque della funzione riesca in valore assoluto infe- 
riore ad e, è facile estendere il significato di f(x) al caso di x irrazionale 
in modo da ottenere una funzione continua per tutti i valori della variabile 
indipendente. All’ uopo si costruisca arbitrariamente una successione a, , 
A, 43... di numeri razionali tendenti al limite irrazionale a, e si prenda 
intorno ad @ un intervallo tale che nel suo interno il valore assoluto della 
differenza fra due valori qualunque della funzione risulti sempre inferiore 
ad e. In questo intervallo finiscono per cadere i termipi della successione 
A, la, 03s... dimodochè, se n ed n” superano un certo numero, si ha 


|Alan) — Slan) | ZE - 


Dunque, in virtù d'un noto teorema *), il limite di f(a,), per n infinito, 
esiste; ed è questo limite che noi conveniamo di assumere come valore di 
f(a). Ora vogliamo dimostrare che la funzione così definita è continua per 
ogni valore a, razionale o irrazionale, della variabile indipendente. L’ in- 
tervallo (a—h,a-+h) sia abbastanza piccolo perchè la differenza di due va- 
lori della funzione, corrispondenti ad una coppia qualunque di valori razio- 
nali della variabile indipendente, presi nell’ intervallo stesso, riesca in valore 
assoluto inferiore ad '/3e. In tale intervallo si assuma ad arbitrio un nume- 
ro x, razionale o irrazionale, e si determini, senza uscire dall’ intervallo, 
una coppia di numeri razionali, «' ed 2’, tali che si abbia 


IMA) fa K'e è IA) — æ) K'E . 


Ciò è sempre possibile, perchè, se a è irrazionale, esistono intorno ad esso 
infiniti numeri razionali che fanno tendere ad f(a) i valori della funzione, 
e se æ è razionale la prima disuguaglianza è vera per ogni numero raziona- 
le a', preso ad arbitrio in (a —h,a +h). Altrettanto dicasi di æ e della 
seconda.disuguaglianza. Siccome poi 2’ ed a' sono numeri razionali appar- 
tenenti all’ intervallo (a—%,a+-4), si ha pure |f(x°)— f(a)]<'/38. Ora, 
osservando che la differenza f(x) —f(a) è scomponibile nella somma di 
queste altre 


f(e) f(x) 9 fæ) — f(a) , f(a) “n f(a) ’ 
ciascuna delle quali è inferiore ad ‘/,e in valore assoluto, si ha 
If) f(a)| <e 
per tutti i valori di x appartenenti ad (a—h,a+-h). Dunque lim f(2)="f(a). 


*) « Analisi algebrica » p. 97. 
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20. Esempii: a) Si riconosce subito che le funzioni y=1,@,2?,...,V®, 
sen, cos, ecc. sono continue. Per esempio, da 


ca æ—a &—a a 
|Va—Va Ei = n] P] i seno —sena=2sen —— co mirto, 


Va+Va Va 


si deduce, per æ tendente ad a, lim Ve=Va,limsenz=sena. Anche la fun- 
zione espressa in generale dal quoziente di sen% per æ, ma uguale ad 1 per 
a=0, è continua per szo come quoziente di due funzioni continue, ed è conti- 
nua per æ= Q perchè l'arco æ, nel tendere a zero, resta compreso fra il suo seno 
e la sua tangente, dimodochè si ha 


sen x 


, lim se LI 


end a 


cosa 


b) La funzione a? è stata definita in Algebra solo per æ razionale; ma è 
facile completarne la definizione, per a>0, seguendo le indicazioni del $ 19. Bi- 
sogna prima di tutto ricordarsi che, per æ ed œ” razionali, la differenza fra i 
corrispondenti valori di a” si può rendere piccola quanto si vuole prendendo 
a — a" sufficientemente piccolo in valore assoluto, giacchè in tal modo a”-”" dif- 
ferirà da 1 ia poco quanto ci piace, e sarà pertanto arbitrariamente piccolo 
anche a” , prodotto di a” per a”"°"— 1. Dopo ciò si è sicuri, per quanto 
si è detto da Mist precedente, che, qualunque sia la successione di numeri 
razionali ELTETE tendenti ad un dato limite irrazionale œ, la successione 
a'a’, a’,... ammette anch'essa un limite finito, che dipende solo da æ: è 
A limite che si rappresenta con a”. È facile dimostrare che la funzione a”, 
così definita, conserva le varie proprietà che noi già le conosciamo per œ raziona- 
le, cioè il variare sempre in un senso quando œ va crescendo, il crescere indefini- 
tamente con æ, o tendere a zero, secondo che a è maggiore o minore di 1, efi- 
nalmente la proprietà a”. a” =a% 

c) Segue dalle ultime osservazioni che l'eguaglianza a”=<« definisce y 
come funzione di œ nell'intervallo (0,00), escluso l'estremo inferiore, giacchè 
ad ogni valore positivo di x corrisponde uno ed wr so? valore di y. Questa fun - 
zione, inversa di a°, è il logaritmo di œ in base a, o Logw. Noi ci serviremo 
sempre dei logaritmi naturali, la cui base è il numero *) 


e=lim (i O 5) — 2718281828459045... , 
nzito 

e li rappresenteremo con logæ. Del resto dall’ identità atoge— elog@ si deduco, 
prendendo i logaritmi dei due membri nell’uno o nell’altro sistema, Log x =m log æ, 
dove con m si designa la costante Loge=l:loga, che si suole chiamare mo- 
dulo del sistema dei logaritmi in base a. In particolare, per a= 10, si trova 
m = 0,434294981... La continuità di Loge è una immediata conseguenza della 
continuità di a°. 

d) Quando æ tende a zero, il quoziente di a° —1 per œ resta compreso 
fra i numeri 


nVa—1), m+n(Va—1), 


*)« Analisi algebrica » pp. 109, 120. 
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nei quali 2=|[1:2]; e siccome *) si ha 


lim 2 ( ipa 1) = loga 


nzito 


si ha pure 


lim 


æz=0 


=loga . 


Un esempio di funzione continua per tutti i valori della variabile indipendente ci 
è dunque offerto dalla funzione che per vzo è espressa da (a7 -—1):2, e per 
x=0 è uguale a loga. Analogamente si dimostra che 


£ 
lim (1 +2) =e , 


E 
ed è continua, per conseguenza, la funzione espressa da (1 -+ x)” in generale, ma 
uguale ad e per v= 0. 


21. Funzioni discontinue. Una funzione si dice discontinua, per 
un certo valore di 2, quando non è continua; e discontinua in un intervallo 
quando è discontinua per un valore almeno, appartenente all’ intervallo 
stesso. La discontinuità può verificarsi da ciascun lato di z=a, o da un 
lato solo, ed in ogni caso le discontinuità che si possono avere a destra o a 
sinistra di a sono fra loro indipendenti. Occupiamoci dunque delle disconti- 
nuità possibili a destra di a, ed osserviamo che la funzione è discontinua 
sia quando, esistendo il suo limite destro, esso ha un valore finito, diverso 
da f(a), sia quando tale limite è infinito o non esiste. Nel primo caso la 
discontinuità si dice ordinaria o di prima specie, nel secondo è di seconda 
specie. La differenza sostanziale fra le due specie sta in ciò, che la seconda 
non dipende dal valore che la funzione prende per quel valore di x che si 
considera, ma unicamente dal modo di comportarsi della funzione intorno 
al detto valore. In altri termini, per sapere se f(x) è discontinua di seconda 
specie a destra o a sinistra di a, è inutile conoscere f(a): ciò è indispensa- 
bile, invece, per sapere se la funzione ha una discontinuità ordinaria, la 
quale potrebbe anche scomparire, almeno da un lato di a, cambiando il va- 
lore di f(a). 


l l 
22. Esempii: a) Dalle proposizioni finali del $ 18 segue che Te Sen= sono 


continue fintantochè s20; ma, per 2—=0, esse hanno una discontinuità di se- 

conda specie. Per constatare ciò non occorre informarsi qual valore s’ intenda as- 

segnar loro per æ= 0; basta osservare che, per œw tendente a zero, il valore as- 

soluto di — cresce oltre ogni limite, e che sen — non tende ad alcun limite, giac- 
QC DL 

chè in un intervallo arbitrariamente piccolo (—%,4) riprende, un dopo l’altro, i 

Ə 


valori 0,1,0,— 1 tutte le volte che il valore assoluto di Eoi crescendo oltre 
w 


*) « Analisi algebrica » p. 111, 
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ogni limite, diventa un numero intero, congruo (modulo 4) ad uno dei numeri 


0,1,2,3. Invece la funzione che per s20 è espressa da æsen — è continua an- 
& 


che per w =0, o per questo valore presenta una discontinuità ordinaria, secondo 
che il valore attribuitole per æ=0 è o non è zero. Che una discontinuità possa 
presentarsi anche da un lato solo d’un valore di #, si vede subito considerando , 


cs 


per esempio, la funzione che per #=0 è zero, e per azo è espressa da e”: 
questa è continua a sinistra dello zero, discontinua a destra, perchè i suoi valori , 
tendono a zero o all'infinito secondo che œ tende a zero per valori negativi o per 


SABER RO l 
valori positivi. Discontinua come pei bi destra dello zero, è la funzione loga, con- 
tinua per x>0, priva di senso per x <0. Altrettanto si può dire di senlogx, 


discontinua come sen, ma continua per @> 0, in virtù dell’ ultima proposi- 
zione del $ 18. Anche per questa ragione è continua logsena fintantochè non si 


) l AA AEN i 
ha sence=0; ma è discontinua come sed destra dei multipli pari di 7, ed a si- 


nistra dei multipli dispari, comunque se ne completi la definizione. Le funzioni 
precedenti, come tutte quelle che sono discontinue un numero finito di volte in un 
intervallo finito, si dicono generalmente continue, per distinguerle dalle funzioni 
infinite volte discontinue. 1 

b) Anche tg è generalmente continua, non così tg = La prima, quo- 


ziente delle funzioni continue senz e cos, è continua fintantochè cose20; ma 
è discontinua di seconda specie intorno alle infinite radici a ='/,n tnx di cose, 
giacchè si ha 


lim te æ =- 0 lim tea=—o0. 
aez4—-0 a # cl w= +0 8 


Simili discontinuità si presentano per infiniti valori di w, vicini allo zero quanto 
l i ; i 

ci piace, nella funzione definita, per azo, da tg —: questa è invece continua in 
2 O: i 2 

tutto l'intervallo (- P x) escluso l'estremo inferiore, ed in tutto (- O, — z) 
T T 


escluso l'estremo superiore. Per œ==0 si ha sempre, come nelle vicinanze, una 
discontinuità di seconda specie, ma vi si osserva qualche cosa di più complicato, 
in quanto che la funzione riprende infinite volte tutti i valori possibili. Qui si noti 
che a destra come a sinistra dello zero la funzione diventa, ma non resta grande 
quanto si vuole: ecco perchè ($ 13) non si può dire che cresce all infinito, ma 
soltanto che non è finita intorno allo zero. 

c) L’ ultima osservazione si può anche fare, a destra dello zero, a propo- 
sito della funzione che per œ razionale ha il valore 0, e per æ irrazionale è 
espressa da logæ. Inoltre questa è discontinua di seconda specie per uti i valori 
di æ: è una funzione totalmente discontinua, mentre tg — appartiene alla cate- 


dL 


goria delie funzioni punteggiate discontinue, perchè in (— h, h), malgrado le 
infinite discontinuità, noi possiamo pur sempre trovare valori di x, ed anzi infi- 
niti valori, per cui la funzione è continua. Son queste le due grandi categorie *) 


*) Per convincersi che queste non sono vane distinzioni, ma corrispondono invece ad una so- 
stanziale diversità nel modo di comportarsi delle funzioni discontinue, leggansi i « Fondamenti, 
ecc. » del Dini, p. 62. 
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di funzioni, infinite volte discontinue. Un più semplice esempio di funzione total- 
mente discontinua ci è offerto dalla funzione che prende i valori 0 ed 1 secondo 
che œ è razionale o irrazionale, ed anche da quella che abbiamo precedentemente 
(S 4, e) rappresentata con (2). Se poi si considera una funzione, definita a pia- 
cere tutte le volte che (æ) è nulla o priva di significato, ed uguale a logo (x) 
in ogni altro caso, è chiaro non solo che questa funzione non ê continua, ma che 
non è finita in qualunque intervallo, piccolo quanto si vuole. 

d) La funzione [œ], continua a destra di tutti i valori di æ, presenta dis- 
continuità ordinaria soltanto a sinistra di ciascun valore intero di œ. Infatti, 
quando «x è un numero intero, si ha 


TA ed [c+0]}=@ , [a -0]}=a-1. 


La funzione [>] continua a sinistra di qualunque valore positivo o negativo 
Ò 


di æ, è discontinua di prima specie a destra di infiniti valori, vicini allo zero 
quanto si vuole, ed è invece discontinua di seconda specie per æ = 0. La funzione 
3 1 i i 
espressa in generale da ||. ed uguale all’ unità per #=0, è continua per 

pa 


U 


questo valore di æ, quantunque intorno ad esso ne cadano infiniti altri, a destra 
dei quali la funzione subisce una discontinuità ordinaria, misurata appunto da æ, 
e che tende perciò a scomparire quando x tende a zero. Mediante la funzione [æ] 
è agevole mostrare che una funzione continua di funzioni discontinue non 
sempre è discontinua. Sia @(x) una funzione continua, obbligata soltanto alla 
condizione @(0)=%(1), come, per esempio, 9(x)=senma, o g(a)=e— Va, 
ecc. Si rappresenti, per brevità, æ — [|æ] con y(x), e si consideri f(2)=@(Y(2)), 
funzione continua della funzione discontinua 4(x). Evidentemente f(x) non può 
essere discontinua se non quando è discontinua $(«), cioè a sinistra dei valori 
interi di x, Ciò premesso osserviamo che, per siffatti valori, $(a)=0,/(2)= @(0), 
mentre a sinistra si ha 


y(W—-0)=1 , f(@-0)=9(4(—0))=9(1)=9(0)=/(2). 


Dunque /() è continua. Un esempio più semplice si ha prendendo ọ (x)= l:a? 
per ezo, e d(0)=0, e scegliendo (x) fra quelle funzioni continue che ten- 
dono a riprendere, per æ infinito, il valore che hanno per æ= 0: per esempio 
@(a)=e seng. Malgrado che w(«) sia discontinua per æ = 0, la funzione 
f(@)=%(4(x)) è continua, perchè 


f(0)=9(4(0))=9(0) , lim/w)=9(%)=9(0). 


æz=0 


e) È generalmente continua la funzione 


f(c)=sena + *t/asen 2x + t/sen8r +... , 


che si annulla insieme a sena, ma (§ 4, f) prende i valori 
Ta x 
no-z] 


ed è per conseguenza continua, fintantochè æ non diventa uguale ad un multiplo 
4 
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a di 2m. Intanto 


f(a)=0 i fla +0) = thar . fl@a—-0)=—!/,r, 


e però si ha, da ciascun lato dei valori =a, una discontinuità ordinaria. È no- 
tevole questo esempio perchè ci mostra che una somma di infinite funzioni con- 
tinue può non essere continua. Inoltre, poichè 


lim (sen + !/25en2x + .) È limsenw |-'/2limsen22r +. , 


per æ tendente a zero, si vede (cfr. $ 14) che ¿l limite d'una somma non sem- 
pre è uguale alla somma dei limiti delle parti, quando queste sono in numero 
infinito. 


23. Teorema V. Se f(x) è continua e diversa da zero per x=a, essa 
conserva intorno ad a il segno di f(a). 
Infatti, in virtù della continuità, lim f(£)= f(a): ciò vuol dire che, dato 


il numero positivo £, piccolo quanto si vuole, esiste un numero positivo h, 
tale che in tutto l'intervallo (æ —h, a +h) si ha |f(a)—f(a)|<e, cioè 


fa) —e</(@)<f(a) +e. (3) 


Basta prendere e= |f(a)| per vedere che si ha f(x) >0 o /(2)<0 secondo 
che f(a) è positivo o negativo. 


24. Teorema VI. Una funzione continua, in un intervallo finito, è 
anche finita nello stesso intervallo. 

Che la funzione sia finita intorno ad ogni numero dell’ intervallo risulta 
immediatamente dalla limitazione (3): essa è dunque, in virtù del teore- 
ma II, finita nell’ intervallo. 


25. Teorema VII. Una funzione continua in un intervallo, negli 
estremi del quale prende segni opposti, deve annullarsi almeno una volta 
nel? intervallo stesso. 

In forza del teorema V esistono sempre, alla destra dell'estremo infe- 
riore a, infiniti valori di æ, tali che per tutti i numeri dell intervallo (4,2), 
la funzione conserva il segno di f(a): sia, per esempio, il segno +. I pre- 
detti valori di œ non sono grandi quanto si vuole, giacchè nell’ altro estre- 
mo, in b, la funzione prende, per ipotesi, un valore negativo. Il loro insieme 
è dunque finito, e però (richiamando l'osservazione finale del $ 9) ammette 
il limite superiore &. Siccome alla sinistra di $ la funzione si conserva po- 
sitiva, non è possibile, in virtù dello stesso teorema V, che sia f(£) <0. Ne 
segue, innanzi tutto, essendo f(b) <0, che $ è minore di b, e che per con- 
seguenza si può, nell'intervallo (a,6), considerare anche la destra di £. Or- 
bene, se fosse f(5)> 0, esisterebbero, alla destra di £, numeri z, tali che 
in tutto (5,2), e per conseguenza in tutto (a,x), la funzione si conserve- 
rebbe positiva, cioè é, limite superiore d’un insieme di numeri, si trove- 
rebbe superato da questi numeri: ciò è assurdo. Dunque f(E) =0. 
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26. Teorema VIII. Una funzione continua non può passare da un 
valore ad un altro senza passare per tuiti i valori intermedii. 

Sia Z un numero qualunque, compreso tra f(a) ed f(b), e si consideri 
la funzione f(x) —!, evidentemente continua come f(x) nell'intervallo (a,b), 
negli estremi del quale essa prende i valori f(a) —l,/(0) —?, che per le 
ipotesi fatte hanno segni opposti. Il teorema precedente afferma appunto 
l’esistenza d’un numero $, compreso fra a e b, per cui si ha f(&) —1=0 


cioè f(5)=L 


27. Osservazioni: a) Le ultime proprietà sono di natura assai più delicata 
che non apparisca. Non si creda, infatti, che si possa riguardare come intuitiva 
l’ impossibilità in cui si trova una funzione continua di cambiar segno senza annul- 
larsi, poichè non ripugna al concetto di continuità che una simile funzione sia, per 
esempio, suscettibile di soli valori irrazionali. Or come potrebbe questa funzione 
annullarsi, cioè assumere il valore zero, razionale? Solo in seguito alla dimostra- 
zione del teorema VII ci è permesso asserire che una funzione siffatta non può 
esistere. Ma nemmeno si deve credere che la possibilità di cambiar valore saltando 
valori intermedii sia una proprietà essenziale della discontinuità, giacchè vi sono 
funzioni discontinue che non passano da un valore ad un altro senza prendere 
successivamente tutti i valori intermedii. Basterebbe citare ($ 22, a) la funzione 


cà : 
sen —, discontinua per 2—=0. Quando æ, decrescendo, passa da un valore po- 
æ 


sitivo ad un valore negativo, la funzione, pur eseguendo continue oscillazioni fra 
— l ed 1, non salta mai da un valore ad un altro qualsiasi. Non si può dire al- 


a l j ; EI 
trettanto di tg —, che passa bruscamente, intorno allo zero, da valori positivi a 
x 


valori negativi, infinitamente grandi nel senso assoluto. 

b) Anche una funzione totalmente discontinua può godere della proprietà 
di cui si discorre. Infatti, presi ad arbitrio i numeri a e 2, vicini fra loro quanto 
si vuole, si può dimostrare che la funzione a(x) assume (infinite volte) nell’ inter- 
vallo (a,b) tutti i valori compresi fra 0 ed 1, e quindi fra (a) e a(b), con- 
cessa l’esistenza di questi numeri. Dopo quanto si è detto precedentemente ($ 4, e) 
intorno a questa funzione, possiamo limitarci a far vedere che, dato un numero 
qualunque l fra O ed 1, si può sempre trovare un valore di æ, tale che &(x) 
riesca uguale ad l. Costruita nell’ intervallo (0,1) una successione l, la, lgs... 
di numeri tendenti ad l, scriviamo x nel sistema decimale, attribuendogli arbi- 
trariamente la parte intera, distribuendone le cifre decimali in gruppi che abbiano 
successivamente 1,2,3,...cifre, e prendendo anche ad arbitrio le cifre di cia- 
scun gruppo, obbligandoci solo a far sì che, fra le v cifre del v’”°sruppo vi siano 
[ vl, ] zeri. Ciò premesso, nel numero œ così costruito prendiamo % decimali, e 
supponiamo che la n°" cada nel gruppo v°”°, dimodochè 


n—-v<nSn' , m—[vl,]SmSm' à 
rappresentando con m il numero degli zeri, e ponendo 
n=1 4243+ +y ; #=[4]4[24,]4+[3%4]4+---+[9,]. 


Ora si osservi che, quando v cresce all’ infinito, 


Waa pei. 
n n 
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suo GR 
ed inoltre, per una nota *) proposizione della teoria dei limiti, 
m' l 
lim = lim T ii =l; 
V 
quindi, essendo i 
m — [v] <m m 
n' Tn Nnw —y 
si ha pure 


r 


o(s) = lim È — lim =l : 
n n 


28. Teorema IX (secondo di Weierstrass). Ogni funzione, conti- 
nua in un intervallo finito, prende nell'intervallo stesso il minimo ed il mas- 
simo valore. 

Il teorema VI ci dice che la funzione è finita nell'intervallo (a,b), in 
cui è continua; dunque, in virtù del teorema I, esiste in (a, 0) il suo limite 
inferiore à. Se supponiamo che questo non sia un valore di f(x) nel detto 
intervallo, la funzione 


l 
o (æ) = 


è definita in tutto (a,b), è continua come quoziente di funzioni continue, 
ma non è finita, perchè, dato } grande quanto si vuole, siccome si può sem- 
pre trovare un valore di f(x) inferiore a qualunque numero maggiore di A, 


edin particolare a À LITI è chiaro che, per lo stesso valore di æ che rende 


i s i DAENS ; è ‘ 
f(@)<It7; si ha @(x)>/. Ora dal primo teorema invocato sappiamo 


che non esiste funzione continua in un intervallo finito, la quale non sia an- 
che finita nell'intervallo stesso. È dunque assurdo supporre che à non sia 
un valore di f(x) in (a,b), vale a dire che deve certamente esistere in (a,b) 
almeno un numero &, tale che f(£)=2. Dunque 2 è il minimo valore della 
funzione. Nello stesso modo si dimostra l’esistenza del massimo. 


29. Teorema X (di Cantor). Se una funzione è continua in un in- 
tervallo finito, si può, per ogni numero positivo e, piccolo quanto si vuole, 
determinare un numero h, tale che, in qualunque intervallo, di grandeza- 
za h, contenuto nell’ intervallo dato, l'oscillazione della funzione sia mi- 
nore di £. 

Per oscillazione d'una funzione in un intervallo s’ intende la differenza 
fra il limite superiore ed il limite inferiore dei valori che la funzione assume 
nell’ intervallo stesso. Essa è dunque, per una funzione continua, l’ eccesso 
del massimo sul minimo valore. Ciò premesso, intorno ad ogni valore di «, 
appartenente al dato intervallo, possiamo sempre costruire, per la continuità 
stessa di f(«), un intervallo (x —/%,2-+ h) tale che, per ogni coppia di va- 


*)« Analisi algebrica » p. 98. 
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No (da 


lori x' ed z”, in esso inclusi, sia 
If(@)f(2) Ke ; (4) 


ma, per determinati valori di e e di æ, infiniti sono i valori che si possono 
attribuire ad %, perchè, conosciutone uno, ogni numero positivo, inferiore a 
quello ottenuto, si trova æ fortiori nelle medesime condizioni. Senonchè gli 
infiniti valori di 4, relativi a determinati valori di e e di %, non possono 
essere grandi quanto si vuole, e però ammettono il limite superiore. È que- 
sto limite che d’ora innanzi rappresenteremo con %. Così, dato e, ad ogni 
numero x corrisponde un determinato numero h, tale che per ogni coppia 
di numeri #' ed g”, superiori ad 2 —%, inferiori ad x+h, è soddisfatta 
la (4). Si è definita così una funzione A(x), obbligata a prendere valori po» 
sitivi in tutto l’ intervallo. Questa funzione ammette dunque il limite infe- 
riore à, positivo 0, forse, nullo, ed in virtù del primo teorema di Weier- 
strass esiste nell’ intervallo considerato almeno un numero $, intorno al 
quale il limite inferiore di A(x) è sempre A. Ci proponiamo di dimostrare 
che X non può essere nullo. Posto #(£)=%,, consideriamo un valore qua- 
lunque di æ, appartenente all'intervallo (£—'/,7,,5+'/s%). Ogni coppia 
di numeri 2’, e", presi in (e —!/,/,% +-'/,/%) appartiene anche all’ inter- 
vallo (— h, -+ h), e però soddisfa alla condizione (4). Dunque i valori 
che h(x) assume in (£—-!/3/354- '/3/) non sono inferiori ad '/,}), e però 
2 '/ahy, perchè, se fosse À< '/,ħ,, la funzione prenderebbe valori inferiori 
ad '/,%,. Per conseguenza, anche in tutto il primitivo intervallo, A(x) non 
è mai inferiore ad ‘/,/n. Ne segue subito che, dato e, è verificata la'(4), 
comunque si scelga nell'intervallo dato la coppia di numeri 2' ed g”, pur- 
chè sia |e—x"|]</,. Osserviamo, per finire, che nell’enunciato del teore- 
ma, invece di parlare delle infinite differenze, che compariscono nel primo 
membro di (4), si è parlato soltanto dell’oscillazione, cioè della differenza 
massima, giacchè basta render questa inferiore ad e perchè tali diventino 
tutte le altre. 
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II. LE DERIVATE. 


‘ Regole di derivazione. 


1. Definizioni. Quando un numero zZ passa da uno stato di grandezza 
ad un altro, l'incremento (positivo, negativo, o nullo) che subisce si suole 
rappresentare con z. Ad ogni arbitrario incremento dr della variabile indi- 
pendente corrisponde un determinato incremento dy della funzione y =f (æ), 
poichè, fissato x, 

se deh , è 0y=/(c+h4)-f(c). 

Il rapporto 

sy _ fæ +h) — r(e) 

da h 
chiamasi rapporto incrementale destro o sinistro, secondo che % è positivo 
o negativo. Se i rapporti incrementali, destro o sinistro, tendono, per % ten- 
dente a zero, verso limiti determinati, questi sono funzioni di æ, che diconsi 
derivata destra e derivata sinistra di y. Le due derivate possono coincide- 
re, ed in tal caso si dice che la funzione y ha una derivata unica, che si 
rappresenta con f'(x), o più brevemente con y°. Le funzioni che più comu- 
nemente si considerano sono a derivata unica. 


2. Osservazioni: a) La derivata d'una costante è zero, perchè, se y èco- 
stante, si ha sempre dy=0, qualunque sia x. La derivata della variabile indi- 
pendente è l'unità, perchè, se y=@, è dy= da. 

b) Per convincersi che la derivata d’ una fanzione può avere valori diversi 
dai due lati d’uno stesso valore della variabile indipendente, si consideri la fun- 


l 
zione y =f (w), che per @=0 è zero, e per azo è espressa da warctg -r Sic- 
come 


dy _ fh) — r00) 


l 
= € t #7 
da h duc Mii 


fO)\=0 , fh) =harctg > , 
e si ha 


1 l 
x piso : 4 : 
Jim arctg re fallo, Jim arctg "ia lat, 


si vede che la funzione considerata ha la derivata destra uguale ad t/ 7%, e la de- 
rivata sinistra uguale a —'/g3. Similmente, per la funzione che ha il valore 0 


Ki 
se c=0, ed è espressa da w:(1 +e”) se 020, si ha 
n dy_f@®-f(0)__} 
PRESI, Del a Pesi 
1+e l+e" 


f(0)=0 , /(M)= 


sl» 
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Ora, secondo che A tende a zero per valori positivi o per valori negativi, e* cre- 
sce indefinitamente o tende a zero, e però 


es», lim, rsa 1; 
h_+0 aže h=z- 
1-+e" "1 Lg 
vale a dire che la funzione ammette, per €=0, una derivata destra uguale a 
zero, ed una derivata sinistra uguale all’unità. 

c) Un altro esempio ci è fornito (cfr. I, 22, d) dalla funzione y=9(e—[@]) 
nell'ipotesi che 9(x) ammetta la derivata destra æ per æ =Q, la derivata sini- 
stra B per «=1, e che sia af e g(0)=@(1). Si vede subito che, se si at- 
tribuisce ad x un valore intero, si ha 

lim A lim TOERE = 


Saez40 ÒL h=+0 h 


„e+ semi LI 
ian rn a a A 

e però la funzione ammette una derivata destra ed una derivata sinistra, tra loro 
differenti, per ogni valore intero della variabile. Per esempio si può prendere 
(x) =senna, dopo avere osservato che 


. sentà — sen0 , sen (m + rh) — sent 
Sia di purea ET rat 
d) Ma la derivata può anche non esistere, o esistere soltanto da un lato 
di æ. Per esempio la funzione y= ©(x), la cui definizione sia completata asse- 


sli arbitrariamente (fra 0 ed 1) i valori di y quando w(@) non esiste, è 
priva di derivata per qualunque valore di œ, perchè (I, 27, b), nel tendere di Òe 
a zero, Sy oscilla indefinitamente fra —1 e + l, dimodochè il rapporto incre- 
mentale, ben lungi dal tendere verso un limite, riprende infinite volte tutti i va- 
lori possibili. In modo analogo si comporta la funzione, che ha i valori 0 ed 1, 
secondo che œw è razionale o irrazionale, giacchè y è suscettibile dei soli valori 
0,1, —1. La funzione æ— [~] ha una derivata uguale all'unità per ogni valore 
di æ, eccetto a sinistra dei valori interi, dove, per èe=4<0, si ha èy=1+ h, 
ed il rapporto incrementale tende a — œ. In questi casi la non esistenza della de- 
rivata è unicamente dovuta alla discontinuità della funzione, giacchè non è possi- 
bile che la derivata esista là dove la funzione è discontinua; ed infatti, perchè 
dy:dx possa tendere verso un limite finito, quando dx tende a zero, occorre che 
anche dy tenda a zero, e quindi che y sia continua, Adunque la continuità della 
funzione è condizione necessaria perchè la derivata esista. 

e) La continuità non è condizione sufficiente per l’esistenza della deri- 
vata. Così, per esempio, la furzione Va è continua per 220, ed intanto si ba 


In seguito ci avverrà di affermare che la derivata di Va, per 2=0, è infinita; 
ma con ciò si vuole spesso intendere, nelle applicazioni geometriche, non che è 
limite del rapporto incrementale è infinito, ma che la derivata, calcolata per 
x> 0, cresce indefinitamente quando æ tende a zero. Effettivamente, per #>O, 
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ma è chiaro che non si potrebbe attribuire il medesimo significato all’ asserzione 
che, per æ intero, la derivata sinistra di 2 —[x] è — œ. Del resto è facile tro- 
vare funzioni continue, per le quali il rapporto incrementale non ha limite alcuno, 


1 
finito o infinito. Manca, per esempio, la derivata della funzione y=@ B! con- 
tinua per æ= 0, giacchè si ha 


ro=1 , M=2[] > SAO 


e si vede che, nel tendere di A a zero, il rapporto incrementale oscilla indefinita- 
mente fra 0 e — 1l, escluso. 

f) Al ultimo esempio si potrebbe obbiettare che la funzione considerata, 
sebbene continua, è infinite volte discontinua (I, 22, d) intorno allo zero; ma, per 
convincersi che non si deve a ciò la mancanza di derivata, basta considerare la 


l 
funzione, che per a—=0 è zero, e per szo è espressa da æsen — : continua 
sempre, essa non ha derivata per æ =0, giacchè si 


ro=0 , (= nen], W OO gni, 


e l ; 
ed il limite di sen 7? Pe h tendente a zero, non esiste (I, 22, a). Un altro esem- 
pio notevole ci è dato dalla funzione ọ (æ —[x]) già considerata. Se si prende 


9(2)=2sen Z per szo, e ọ(0)=0, si ha pure g(1)=0, ọ'(0) non esiste, e 


h i 14% % Th . sente 
sen ——— lim —— gen 


s =lim 
h T ho ho lh = e 


, . l 
g(1)=lim 
Dunque la funzione continua, rappresentata in sera da 


(s —[z])sea = =r j? 


è priva della derivata destra per tutti i valori interi di æ, pur ammettendo la de- 
rivata sinistra uguale a ©. Prendendo invece 9(a)=x— si trova che la 
funzione continua [a]---Vx —[«] ha la derivata destra infinita e la derivata si- 


nistra uguale ad 5 Per tutti i valori interi di x. Partendo da questa funzione 


Schwarz è riuscito a costruirne un’altra, per la quale si presentano infinite volte 
le analoghe circostanze in qualunque intervallo. Finalmente si deve a Weier- 
strass l esempio d’una funzione continua *), che non ha derivata per alcun va- 
lore di «. 


3. Derivazione delle funzioni inverse. Data la funzione y=f(x) 
supponiamo che sia possibile definire la funzione inversa æ = g (y). È facile 
dimostrare che la derivata della funzione g esiste, quando esiste ed è di- 
versa da zero la derivata della funzione f. Infatti, se per un determinato 
valore di x il rapporto 3y:dz tende ad un limite y 20, col tendere a zero 


*) «Analisi algebrica» p. 247. Esempii di funzioni analoghe, più generali, si trovano nei 
« Fondamenti, ecc. » del Dini; p. 147. 
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MIE. EB 
di x, si sa che dy finisce per assumere e conservare un segno determinato, 
e però il limite di 
= = 94 (1) 
dy dae 
che esiste ed ha il valore 1:y°, è, per definizione, la derivata di x rispetto 
ad y. In termini più espliciti, quando si conosce la derivata f'(@)20 di f(x), 
quella della funzione inversa g(x) è 
; 1 
aa TOA a 
Si noti che in questa dimostrazione ci si è presentata due volte come neces- 
saria l’ ipotesi y'Z0, sia perchè non si può parlare del limite del secondo 
membro di (1) quando il denominatore tende a zero, sia per escludere la 
possibilità (che si presenta solo nel caso di y'=0) che y non cessi mai di 
annullarsi quando dx tende a zero, togliendo così ogni significato al primo 
membro di (1); ed infatti, non solo questo primo membro non ha significato 
quando il denominatore è nullo, ma la definizione stessa della derivata ri- 
chiede che alla variabile indipendente y si attribuisca un incremento dy 20. 


4. Derivazione delle funzioni di funzioni. Se y è data in fun- 
zione, non di x, ma d'una funzione «u, se cioè y=f(u),u=%@(%), e se inol- 
tre si suppone che esistano le derivate f'(x) e g(x), è facile dimostrare che 
la derivata di y esiste ed è uguale al prodotto di f'(u) per ọ'(x). Infatti si 
ha identicamente 

dy _dy du 

de du da’ 
dove du:dz tende, per ipotesi, ad un limite w': ciò esige che dv tenda a 
zero insieme a dz. Se, a partire da un valore di dx, convenientemente pic- 
colo, dx si mantiene costantemente diverso da zero, dy:du tende ad f'(u), 
e però anche dy:dz tende, in virtù dell’ultima identità, ad un limite deter- 
minato y’, uguale al prodotto di f(u) per w. Resta da far vedere che la 
proposizione enunciata regge anche quando esiste una successione A, fg, has.. 
di valori di x, tendenti a zero, per i quali si ha du=0. In questo caso la 
derivata w’, che per ipotesi esiste, non può essere diversa da zero, altrimenti 
du finirebbe per assumere e conservare un certo segno. Ora si osservi che, se 
si fa tendere dz a zero evitando i valori %,,%,,%3,..., è ancora valido il ra- 
gionamento che precede, e però il rapporto dy:dz tende al limite f'(u).0=0. 
Se invece dz tende a zero percorrendo appunto la successione È, ,/3,%g,-.. 
il detto rapporto è nullo, perchè, essendo èu=0, è anche dy=0. Esiste 
dunque la derivata y', limite di dy:dz per Sz tendente a zero, ed è nulla 
come il prodotto di f(u) per w’, dimodochè in tutti i casi si può scrivere 
l'eguaglianza y =f '(u).w', che racchiude la (1) come caso particolare, giac- 
chè (I, 3) per u=g(x) si ha y=x,y=1. Più generalmente, se 


y=f(u) , u=o(v) , v=Ww),. 


www.rcin.org.pl 


Cee 


y=f (ug e)p (w)... , 


purchè le funzioni u,v, w,... siano in numero finito. Così vediamo che la 
derivata d’una funzione di funzioni è uguale al prodotto delle derivate di 
queste funzioni, supponendo presa ciascuna derivata rispetto alla variabile 
da cui la funzione dipende immediatamente. 


si ha 


5. Derivata d’una somma. Sia y=u4+v--w+..., dove U,V, W,.. 
sono funzioni di x, in numero finito, e si attribuisca ad æ l’ incremento dz, 
dal quale risultano per y,%,v,... gli incrementi dy,dv,dv,... Evidente- 
mente si ha sempre 


y +y =u + du +v +r +w tw- ... 3; 
quindi i 
de de Se de 
e passando ai limiti, per $x tendente a zero, y = +v +w -+... Dunque 


la derivata Cuna somma è uguale alla somma delle derivate delle parti, pur- 
chè queste siano in numero finito. 


6. Derivata d’un prodotto. Se y=w, è 
Yy+-dy=(u+4 Su) (v +- v) = uv +- udv -+ võu Bu. dv ; 
poi, successivamente, 
ò d d ò 
> uz + vat , gr | DR E 


Si può anche scrivere 


UTO 
y u ubi 
Sia, più generalmente, y =uvw..., e dimostriamo che 
VS E 
Pali aa dite cala (8) 


La formola è vera nel caso di due fattori. Basta dunque dimostrare che, con- 
cessa per meno di v, sussiste per n fattori. Orbene, se si rappresenta con 4 
il prodotto di tutte le funzioni che seguono «, si ha y=uz; poi 


, r , 
Yy ua 
ue > x 


da cui si deduce subito la (8), che si può scrivere così: 


Y = UTW. e UVW. e + UVW ...+... 


Dunque la derivata d'un prodotto è uguale alla somma dei prodotti che si ot- 
tengono moltiplicando la derivata di ciascun fattore per il prodotto degli al- 
tri fattori. 
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7. Derivata d’un quoziente. Se y=%:v, è 


ut du u vdu—udv 


dy = = == 
PEO +v v v(v + dv) ’ 
poi, successivamente, 
du dv 
Sy Òr dr , vu—-uv 
PERI SE O DI 
dx "(1 , ne) vV 
In particolare 
AERE MCT au 
S eere [e] YU = Å 
der PONE, u? 


8. Derivata d’una potenza: a) Sia y=", con n intero e positi- 
vo. Dalla regola del § 6 si deduce subito y'=nx"-'. Vogliamo dimostrare 
che questa formola sussiste per ogni valore razionale di n. Prima supponia- 
mo che » abbia la forma l:m, con m intero e positivo. Siccome esiste la 
derivata di x”, esiste, per quanto si è detto nel $ 3, anche la derivata della 


i n: i 
funzione inversa y= 2". Constatata così l’esistenza di y’, si è in diritto di 
derivare l'eguaglianza y"=, applicando la regola del $ 4. Si ottiene 


i- mn-1) __ 1 


Tie Vede] #2 
mgn k gi na, 
b) Se poi n è il quoziente di due numeri interi, positivi, p e q, si ha, 
applicando la regola del $ 4, e tenendo presente quanto si è detto in ultimo 


luogo, 


ki A 1:14. p 
y=? ? - j =por Poi gu aa 
) ) po * 
c) Finalmente, se n ha un valore negativo —m, si applichi la regola 


del $ 7. Si ottiene 


datna 
mali gr n-i 


= ng 


m-i 


y = Pr, y =— T oo — m: 


Longi, 


me 
L 


d) Ora, dato y =u”, dove l'esponente n è un numero razionale qua- 
lunque, positivo o negativo, la regola del $ 4 dà y'= nw"7.w'. In partico- 
lare ci 
i se y=Vu è (1 PE atei 

2Vu 
Per evitare calcoli inutili è bene ricordarsi che 


È nu 


i 


1 
se pt è 


n , 


9. Le regole precedenti permettono di calcolare immediatamente la derivata 
di qualunque funzione algebrica esplicita. Per esempio, la derivata del polinomio 


y=a,2" + ao" H aa" ii + 4,40 +4, 


y=na2"'4(n-1)a,a"-*4+(—-2)a, ot *4+.. a, è 
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La derivata di y', che si chiama seconda derivata di y, è 
y'=n(n—1)a®"®|(n-1)(n-2)a,e"?4..-+-2@n_9 è 
e le derivate seguenti sono 


y” =n(n—1)(n—2)a a" -+ Ar SE E 


(n) (n4l) __,,(n+2 Jra Vi 0 


UE yy 


Le prime n—1 derivate d’un polinomio di grado n sono dunque altrettanti po- 
linomii, dei gradi n—1,n—2,...,1; la n°" derivata è costante, e le derivate 
seguenti son tutte nulle. 


10. Derivate di a” e Logz: a) Sia y=a”. Se ad si dà l’ incre- 
mento de =, si ha 
Bua” 20°. 


Dunque, richiamando un risultato precedente (I, 20, d), 
h 


æ ei x 
y =a" lim T . 


ar 
In particolare, se y=, è y = 6. 
b) Se y= Logge, è 
(oa AE A h 
== - Ah) — Log æ — z= o aa E 
òy = Log (x +- A) OE , "i Log (1 ni =) : 
poi (I, 20, c, d) 


18 


; l 3 h m 
= — pog +- —] =— 
y=-— Loglim(1 i >) e 


a 
In particolare, se y =logz, è y i 
c) I due risultati precedenti sono fra loro legati mediante la formola 
(2), giacchè, posto f(x)=a", è g(x)= Logg. Ne segue che, se si conosce 
una delle derivate, per esempio f(x) =a”loga, l’altra è data dalla for- 
mola (2): 


3 AN AA l "I 
g - f'(Logæ) alogsloga œ ` 


-d) Per quanto si è detto nel $ 4, le derivate delle funzioni 


i f : y=e" , y=logu, 
sono rispettivamente 


SI I jam. 
u 


e) Finalmente si osservi che il conoscere le derivate di e” e logu per- 
mette di ritrovare la regola per la derivazione d'una potenza, estendendola 
al caso d’un esponente irrazionale. Infatti 


; : nu' ab, 
da y=u"—=enosu sideduce y'=—enlogu, — — nu" '.u', 
u 
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11. Derivate delle funzioni circolari: a) Sia y==sene. Se èx=}, 


h h 
y = sen (x + h) — sen x = 2sen DI cos (a + >) 4 


Dunque (I, 20, a) 
li 
sen È 


2 h 
cos (2 -+ z)= esz ; 


2h 
Y fab h 


w] 


Se y=cosz, si può fare un calcolo analogo, o anche scrivere, ricordando la 
regola del $ 4, 


T r T 
y=sen( 5 2) TEU =—eos(Z —e)=— seng : 
Se y=tgz, si ottiene, considerando tgx come quoziente di seng per cos, 
ed applicando la regola del $ 7, 


.,_608T.cosg—Senx(—sena) l 


cos? x — cosìx” 
o pure, eseguendo il calcolo diretto, 

' . tg(x+ h)— tgr , senk l 

y = him n AS i n i = lim -—-. ——— == nord 
h=0 h h-0 RR cos.cos(e +A) cost 
Finalmente, se 
yi=senu. j- cosu ‘, ig, 

si ha, rispettivamente, 


, 


t r ’ u 
y =u cosu , —usenu , —;—. 
cos” u 
b) Per le funzioni circolari inverse bisogna anzitutto osservare che le 
derivate esistono, per quanto si è detto nel $ 3. Soltanto dopo ciò, dedotte 
da 


y=arcsenx , arccosz , arciga, 


le relazioni 2 = seny , cosy , tgy, si ha il diritto di scrivere, derivando, 


? , yY 
1 == — y's li Mr 
y cosy , y seny , costy ’ 
e quindi ricavarne i valori di y': 
l 1 1 l i l 
see PR cos Y ===> 
cosy VIz sen y a ain: y l+ ag’ 


Si può anche procedere con calcoli diretti, i quali hanno il vantaggio di for- 
nire, insieme alle espressioni delle derivate, la prova dell’esistenza delle de- 
rivate stesse. Se, per esempio, si pone 


y=arciga y Br=h={(14+e(e-4h)bs, 
si ha, quando % (e per conseguenza €) tende a zero, 


vin arctg(a-+A)—arctge iim aretge l l 


h Paa E T o l4ei' 


www.rcin.org.pl 


poi SEI: pali 


Si noti che, precedentemente, il radicale V1—? è stato preso sempre posi- 
tivo, perchè gli archi rappresentati dai simboli arcsenx ed arccosæ hanno 
rispettivamente il coseno ed il seno positivi. La somma di questi archi è co- 
stante, e ciò spiega perchè le loro derivate, uguali in valore assoluto, hanno 
segni opposti. Finalmente, riassumendo ed osservando la regola del $ 4, ve- 
diamo che, se 

y=arcsenu , arccosu , arcigu, 


sì ha, rispettivamente, 


u u u 
Tr “RANE ge i 


12. Esercizii: a) Se 

1—coskx 
ETT oska’ 
l'applicazione delle regole precedenti dà come valori delle rispettive derivate 

l l 2k 
zloge * seng ’ senke’ 


x 
y=x(loge—1) , logcose , logloga , logtg 3 ad 


loge ,..—tge , 
Se 


y=arccos(1—x)—V2x—a? ; arecos— +-log(r+-Va?—a?) , 


si ottiene 
; V x l PEER 
di e SE di 


Similmente, per le funzioni 


sena seng bi acosa e e” 
y = arcsen E p arccos n Ra ag: arctg FIA Fe: 
si trova 
NED seng Var — b? 2 


1— cosacost * ap Beose > e + e ° 
Questi calcoli di derivate si eseguono molto facilmente applicando, se occorre, la 
regola per la derivazione d’ una somma, d'un prodotto, o d’un quoziente, e deri- 
vando poi ciascuna parte del risultato secondo la regola per la derivazione d’ una 
funzione di funzione: questa è la regola più importante, in quanto permette di su- 
perare tutte le difficoltà, che sembra presentare il calcolo della derivata d'una 
espressione complicata, separandole per affrontarle una dopo l’altra. Ecco, per 
esempio, come si procede per calcolare la derivata di y=arctg(o—V1+ x°): 


== — cca 


: 1 (1 2 l 
M EE e {la E : 
1+(e-Vl+33)? 2V1+a? 2(1 +a?) 
Il risultato ottenuto si verifica facilmente osservando che y='!/,arctga—!/,#. 
Similmente, per calcolare la derivata di y =æ V142? -+ log (æ +V 1+a2*), si 
scrive 


y =V Fst ii (i+ a) 
2V14-a! xa+Vl+a? 2V1+a? 
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è facile dedurne, rispettivamente, 
l seng 
r a N 


VI—«? 


mercè la derivazione dei due membri. Se poi son date le funzioni 


1-}- cosa cosg ’° 


w 
—— Ka EEE 
E A EEE E 


si trova, prendendo i logaritmi dei due membri, e derivando, 


æf 1 
= (TE ogT) i a vee (= -logs + 1og°z] a EE 


ma procedendo in tal modo si ammette a priori l'esistenza di y’. Per evitare que- 
sta obbiezione bisogna prima di tutto far notare che la derivata esiste, e ciò si ot- 
tiene, per la penultima coppia di funzioni, osservando che y si può porre sotto la 
forma arctgu. Per y =æ” si può anche scrivere y = e?!°8%; ecc. 


c) Con successive derivazioni si giunge facilmente a trovare che le deri- 
ime , 


vate n° delle funzioni’ 
ue” cos(asena) , v=e’%sen(zsena) , 
sono 
u” — e" cos(na + assena) , ve” sen(na + ssena) . 


Se fosse lecito adoperare gli immaginarii si perverrebbe più rapidamente a questi 
risultati considerando la funzione 4y =u + iv =e”, in cui æ= e". Infatti 


(n) as inatas æcosa-+-i(na-+-æsena) 
=aleton@ 3 


Yy è ecc. 


Similmente, per trovare la derivata n°"° della funzione y =arctgæ, si potrebbe 
scrivere 


pria di, (> —) 
AT 1+a? TZ si ceti] 
per dedurne, con n—-l derivazioni successive, 


y=(— p 1 (n 1)! a E tela ea...) E 
(1+2)" 1.2.8 : 
ma se si vuole “po come per ora si deve, l’uso degli immaginarii, si può tro- 
vare la n°" derivata di y in funzione della stessa y, derivando n—1 volte di 
seguito y =cos? y : 


vu =(n—- 1)!cos"y. senn (y + 1/29) G 


Finalmente un calcolo facile dà, per la SEI nima i yoga; 


l 
“_m(m—-1 — | ani — ). 
gP=m(mn_1)..(n-n41)e"* (god ++. pi 
ed in particolare 
l l | m! 
m) — I{] 1 sea Dieta sei (mibr i 
y=mi(oga+1+5+3+-+1) y 


x 
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Prorprietà delle derivate, 


13. Prima d'inoltrarci vogliamo fare una breve digressione intorno ad 
un argomento molto importante per le applicazioni delle matematiche. Giù 
nel dimostrare le proposizioni fondamentali della teoria delle funzioni è 
utile giovarsi d'una rappresentazione geometrica della variabile indipenden- 
te, che si esegue ponendo in corrispondenza, come si suol fare in Geometria 
analitica, i valori della variabile ed i punti d’ una retta. In tal modo le di- 
mostrazioni, pur rimanendo intatte nella sostanza (giacchè bisogna aste- 
nersi dal fondarle in alcun modo su concetti geometrici), acquistano una 
forma limpida ed efficace, e si lasciano condurre con maggior rapidità di 
linguaggio. Invece di parlare d'un valore attribuito alla variabile, si nomina 
il punto, immagine di quel valore; ed ogni intervallo si trova così rappre- 
sentato da un segmento rettilineo, terminato nei punti a e b, cioè nei punti 
le cui distanze dall'origine, valutate in un dato senso, sono misurate dai nu- 
meri a e d. Per rappresentare poi una funzione y basta considerare ogni 
coppia di valori, fra loro corrispondenti, di 2 e di y, come il sistema delle 
coordinate cartesiane (ortogonali) d'un punto del 
piano: l'equazione y=f(x) rappresenta allora una 
linea, mediante la quale è facile rendersi conto del- 
le principali proprietà delle funzioni e delle deri- 
vate; ma prima è necessario conoscere il significato 
bar geometrico della derivata. Ora si consideri la tan- 
gente alla curva, nel punto M , cioè la posizione 
limite della secante MM’, quando M', percorrendo la curva, tende a confon- 
dersi con M. Si chiamino S e T i punti nei quali la secante e la tangente 
incontrano l’asse æ, siano P e P’ i piedi delle perpendicolari condotte a 
questo asse per M ed M’, e si designi con H il punto che ha l’ascissa di 
M e l’ordinata di M. Fissate s ed y, coordinate di M, siano «+ èx ed 
y+ dy quelle di M', e si osservi che, per la similitudine dei triangoli 
MHM’, SPM, si ha 


M 


id) 
i 


òy _MH_ MP 
ôr MH SP 
Col tendere a zero di dx e dy, M' tende ad M, P resta fisso come M, ed 
S tende a T; quindi 
MP__MP 


en ca E — Sig MT 
da SP TP si i 
vale a dire che la derivata dell ordinata duna curva, rispetto all’ascissa, 
rappresenta il coefficiente angolare della tangente alla curva. Quando la 
variabile indipendente è il tempo, questo coefficiente rappresenta una velo- 
cità, ossia la rapidità più o meno grande con cui la funzione tende a cre- 
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culti 


scere 0 decrescere; ed è appunto così che la nozione di derivata, fondamen- 
tale nel Calcolo, si è presentata per la prima volta alla mente di Newton, 
poco prima del 1667 *). 


14. Esempii: a) Grande ajuto si ha, per tracciare una curva y =f (œ), dal 
conoscere la derivata /'(x) dell ordinata, giacchè si possiede con ciò il mezzo di 
costruire la curva per punti e per tangenti. Qui vogliamo limitarci a qualche 
esempio, che valga a porre in luce l’ utilità della rappresentazione grafica, non 
sotto l’ aspetto geometrico, del quale si discorrerà, in seguito, distesamente, ma 
dal punto di vista del Calcolo stesso. Premettiamo due esercizii semplicissimi, co- 
struendo le tangenti alla parabola ed all’ iperbole, rappresentate dalle equazioni 

a a 


x (7 ul | Ji \ 
Vie WET j 
4 2a A TG J | 
Dalle formole | / \ 
|/ 
1) y a? y f 7 / i; 
Y = — = — yY = —— — —_* £ Peer 
a x x x 0 a l AA | E Pa È 


si deduce TP=y:y ='/% per la prima curva, PT=—y:y' =œ per l’altra, 
e si vede che, conoscendo il punto O, vertice della parabola o centro dell’ iperbo- 
le, e projettato in P, sulla tangente nel vertice o sopra un assintoto, un punto 
qualunque M dell'una o dell’altra curva, rispettivamente, basta congiungere M 
al punto medio di OP, o al simmetrico di O rispetto a P, per ottenere la tan- 
gente in M. 

b) La linea rappresentativa di x — [æ] consta di infiniti segmenti rettili- 
nei, ciascuno dei quali va da un punto della retta y=0, con ascissa intera 7, 
al punto di ascissa 2-|-1 sulla retta y = 1. Veramente i punti della seconda retta 
andrebbero esclusi dalla linea; ma è bene osservare che, dal punto di vista geo- 
metrico, siffatte esclusioni sono inutili, e che bisogna invece avvalersi del concetto 
di continuità per escludere il meno che si può punti e tangenti. Così, se un punto, 
percorrendo una curva, tende a confundersi con un punto fisso, le cui coordinate 
non soddisfano l'equazione della curva, si suole nondimeno considerare il punto 
fisso come appartenente alla curva; nè si potrebbe, d'altronde , escluderlo, ossia 
separarlo dagli altri, con mezzi grafici. Analogamente, se in un punto M manca 
la tangente, ma esiste una retta con cui tende a confondersi la tangente in un al- 
tro punto M’, tendente ad M, è questa retta che si considera come tangente in 
M. Tali convenzioni servono a prevenire molti dubbii, che troppo spesso ci si pre- 
senterebbero nelle applicazioni geometriche qualora volessimo attenerci alla ri- 
gida interpretazione dei principii fin qui esposti. Un'altra linea interessante, an- 
ch’essa costituita dai segmenti che due rette determinano 
sopra infinite rette, concorrenti in un punto, è quella che 


yl 


A l 
serve a rappresentare la funzione a| =]: Quando w è 
w 


s Len: 
superiore ad — prens non ad — , si ha y=næ , e- 
n n 


quazione d’una retta, limitata fra le rette y=1— ed tì dale N 
y==1, esclusi i punti della prima. Il punto A dell’ as- 
se 7, che ha l’ordinata 1, si può considerare come appartenente alla linea; ma 


‘) Vedi Mansion: « Résumé du Cours d’ Analyse, etc. » p. 194. LA TYICTR 


: ApiNE! M ione) H AlBLA MSA 
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è graficamente impossibile tracciar questa nelle sue vicinanze, malgrado che in A 
l’ordinata sia continua. 
c) Nell’ esempio precedente la funzione considerata, continua in A, è dis- 
continua intorno ad A; ma la curva rappresentata dall’equazione y=f(«), in 
l i i i 
cui f(@)= sen — ed f(0)=0, quantunque f(w) sia continua (I, 22, @) per 
& 
tutti i valori di æ, nemmeno si può costruire nelle vicinanze dell’ origine. Ed al- 
trettanto si può dire della funzione continua 
l l 
FNE) = asen — sen E 
L 


Tsen =— 
x 


3 MERE ; 3 li l i 
anche intorno ad infiniti punti dell’ intervallo (- to: =) , e propriamente in 
l l 


vicinanza di t— , t—- , t.-,.... Siffatti punti si vanno sempre più ad- 
T 2 

densando per le funzioni f(f(f(@))).f(f(f(f(2)))), ece., perchè ogni volta s'in- 

troducono, oltre i punti intorno ai quali non è rappresentabile la funzione prece- 

dente, anche quelli nei quali questa funzione si annulla. Non si creda, tuttavia, che 

la non rappresentabilità sia dovuta unicamente alla mancanza di derivata, ossia 


i | | i l 
i tangente de nata nel punto che idera, giacch urva y = %? sen — 

di tangente determinata nel punto che si considera, giacchè la curva y = w? 
x 


tocca l’asse æ nell’origine, ma è materialmente impossibile tracciarla in vicinanza 
di questo punto. 

d) Del resto vi sono funzioni, per le quali non è possibile tracciare nep- 
pure un tratto, sia pure piccolissimo, della linea che le rappresenta, malgrado che 
se ne possano segnare tanti punti quanti ci piace, ed anche vicini tra loro quanto 
si vuole. Tale, per esempio, è la funzione ©w(@), giacchè (I, 29, 2) in ogni seg- 
mento rettilineo, parallelo all’ asse æ, compreso nella striscia di piano definita 
dalla limitazione 04y£1, ed arbitrariamente piccolo, cadono infiniti punti della 
linea rappresentativa, che sembra coprire la striscia intera. E se, in questo caso, 
.la non rappresentabilità mediante una linea, intesa nel senso volgare della parola, 
si può imputare alla completa discontinuità della funzione, non si può dire lo stesso 
per la funzione di Weierstrass ($2, f), continua ma priva di derivata in ogni 
punto. Valgano queste osservazioni a convincerci della necessità di dimostrare con 
pure considerazioni analitiche tutte quelle proprietà delle funzioni, che interpre- 
tate geometricamente appariscono evidenti, giacchè tali proprietà sussistono indi- 
pendentemente dalla possibilità d'una rappresentazione geometrica, e d’altra parte 
questa può mancare per estese classi di fun- 
zioni, non ostante la continuità, ed anzi 
malgrado l’esistenza della derivata. 

e) Il lettore potrà esercitarsi nella rap- 
presentazione geometrica delle principali fun- 
zioni discontinue incontrate precedentemen- 
te; ma noi vogliamo qui limitarci a due sole 
funzioni, le cui linee rappresentative saran- 

| no in seguito utilizzate. La linea y = [æ] :% 
consta di infiniti archi iperbolici, giacchè, 
per n intero, se x appartiene all'intervallo (n,n-+ 1), escluso l’ estremo supe- 
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riore, l'equazione diventa @y==%, e rappresenta un arco d'iperbole, che va da 
un punto P della retta y==1 ad un punto Q dell’iperbole æ(l— y)= 1. Per 
quanto si è visto nel primo esempio, la tangente in ciascun punto P passa in A, 
simmetrico ‘dell'origine rispetto alla retta y=1. Adunque le tangenti nei punti 
P,,Pa,Pa,... concorrono în A. Siccome poi, per un punto qualunque M della 
linea, crescendo œ all'infinito si ba lim y =1, è chiaro che anche la tangente 
in M, simmetrica di OM rispetto alla parallela condotta per M all'asse œ, tende 
a passare per A, vale a dire che, mentre un punto, percorrendo la linea, 
tende a collocarsi sulla retta y=1, la tangente nel punto stesso tende a con- 
fondersi con la retta y==2. Con altrettanta facilità si 
costruisce la linea rappresentativa della funzione con- ? 
tinua 2!) (IP [@]), linea evidentemente co- 
stituita da infiniti archi parabolici; e si riconosce che, 
mentre un punto , allontanandosi all’ infinito sulla DR DAI vizi. IE 
curva, tende a collocarsi sull'asse x, l'angolo acuto 

che la tangente nel punto stesso fa con l’asse oscilla indefinitamente in un 
intervallo (a,'/,7), il cui estremo inferiore tende a zero. 

f) Nel seguito degli studii pratici si vedrà come una macchina possa trac- 
ciare da sè un diagramma, il suo diagramma, ossia una linea rappresentativa 
della pressione del vapore in funzione del volume generato dallo stantuffo. Così, 
col far conoscere le posizioni dello stantuffo negli istanti in cui cessa o comincia 
l'ammissione del vapore dalla caldaja nel cilindro, o l'emissione da questo nel con- 
densatore, la macchina rivela a chi l’interroga i suoi pregi ed i suoi difetti. Sva- 
riati diagrammi s'incontrano in tutti i rami dell’ ingegneria, e sono anche frequen- 
tissimi nello studio dei fenomeni naturali più varii, non esclusi quelli d’ indole 
sociologica #). Per siffatte curve empiriche, sebbene abbiano importanza appunto 
in quanto servono a mostrare la rapidità di variazione delle rispettive funzioni, 
non si può teoricamente parlare di tangente o di derivata, perchè, soggette come 
sono ad errori, sia pure lievissimi, esse rappresentano effettivamente funzioni v, 
differenti dalle vere, w; ed è facile convincersi che, pur ammettendo che la deri- 
vata di « esiste, quella di v può non esistere, o differire molto da w’. Così, per 


1 x X 
esempio **), se fosse w — v= asen— , con « costante ed estremamente picco- 
ni 


$ f Ned I - æ 
lo, si avrebbe anche w'-— v'= — cos — , e per conseguenza, malgrado che [u—v]| 
O % 


non superi mai «, potrebbe invece |u’ “sel diventare estremamente Erano in- 
torno ad infiniti valoi di ®, : ' 


15. Una funzione f(x) si dice rispettivamente crescente, o decrescente, 
o costante a destra di a, quando in un conveniente intervallo (a, a + A4) i 
suoi valori sono tutti superiori, tutti inferiori o tutti uguali ad f(a). Si dice 
invece che f(x) è crescente, decrescente, costante a sinistra di a, quando 
è possibile determinare un numero positivo h, tale che, per æ appartenente 


+) Vedi il recente?« Cours d’ Economie politique » di V. Pareto. 
**) Laurent: « Calcul des probabilités » p. 200. Vedi anche il « Calcolo » di Genocchi e 
Peano, p. XIII. 
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all'intervallo (a—%,a), i valori di f(x) siano rispettivamente inferiori, su- 
periori, o uguali tutti ad f(a). Può anche darsi che non esista un tal nume- 
ro h. È ovvio, per esempio, che intorno allo zero la funzione f(£), uguale 


1 Sia 
a 0 per #=0, ed espressa da sen — per r20, non cessa mai di assu- 
tH 


` 


mere valori positivi, negativi, o nulli, cioè, preso # piccolo quanto si vuole, 
i valori di f(x) nell'intervallo (—/7,%) sono sempre in parte maggiori, in 
parte minori di f(0), ed infiniti di essi sono anche uguali ad f(0). Dunque 
la funzione non si può chiamare crescente, e nemmeno decrescente o co- 
stante per æ= 0; ed è chiaro che proprio a ciò si deve l'impossibilità di 
eseguirne la rappresentazione geometrica in vicinanza dell’origine, giacchè, 
dopo aver costruito un punto intorno al quale l’ordinata non cresce, nè de- 
cresce, nè si mantiene costante, non si sa immaginare in qual modo sia esso 
seguìto dai punti vicini. Altrettanto si può dire della funzione continua 


xsen?—, che non si può chiamare crescente per #=0, sol perchè riprende 
xa 


infinite volte, intorno allo zero, il valore f(0) =0. È poi notevole la funzione 
(x), della quale non si sa dir nulla (I, 27, b) intorno a qualsiasi punto. 


16. Una funzione f(x) dicesi crescente, o decrescente, o costante in un 
intervallo quando per ogni coppia di numeri æ’ ed g”, presi nell’ intervallo 
che si considera, la differenza f(2')—f(x") ha il segno di 2'— g”, o il se- 
gno opposto, o è nulla. È ovvio che una simile funzione è rispettivamente cre- 
scente, o decrescente, o costante intorno ad ogni numero dell’ intervallo; ma 
non è altrettanto evidente la proposizione reciproca, che pure sussiste, come 
si dimostrerà nel paragrafo seguente. Tuttavia si noti subito che questa re- 
ciproca non regge se la funzione si suppone, per esempio, crescente solo da 
un lato di tutti i numeri d’un intervallo. Così la funzione 2—{[@] è crescente 
a destra di tutti i valori di x, ma non è crescente in (a,b) se [a] <[d]. 


17. Teorema I. Una funzione crescente (o decrescente, o costante) in- 
torno a tutti i valori della variabile, che appartengono ad un dato intervallo, 
è crescente (o decrescente, o costante) nell’ intervallo stesso. 

Se la funzione non fosse crescente nell'intervallo (a,b), finito o infini- 
to, questo conterrebbe almeno un intervallo (a, ,0,), negli estremi del quale 
si avrebbe /(a,)=f(6,). Ora si chiami (@,,0,) la metà inferiore o la metà 
superiore di (a, ,0,), secondo che per x = '/,(a,-+d,) la funzione assume un 
valore inferiore o non inferiore ad f(a,), e si osservi che, in ogni caso, 
f(a) Zf (b). Così proseguendo si perviene, con un noto (cfr. I, 7) processo, 
ad un numero È, limite comune degli estremi inferiori @,,@,,@3,... e degli 
estremi superiori d,,0,,03,... degli intervalli ottenuti. Preso % positivo e 
piccolo quanto si vuole, si può sempre determinare n in modo che a, e b, 
cadano simultaneamente in (£—%,£$-+-%), uno a sinistra, l’altro a destra 
di é. Si vede così che gli intervalli (£—%,£) e (£,é-4-/) contengono ri- 
spettivamente due numeri z'=a,, ed 2"=b,, tali che f(x’) Z f(z"), e ciò im- 
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pedisce che la funzione sia crescente intorno a È, giacchè, per un valore di 
h convenientemente piccolo, dovrebbe essere sempre f(x) <f(É) <f(&"). In 
modo analogo procede la dimostrazione nell'ipotesi d'una funzione decre- 
scente o costante. 


18. Teorema II. Una funzione è crescente o decrescente alla destra 
(o alla sinistra) di a, secondo che la sua derivata destra (o sinistra) è po- 
sitiva o negativa per x= a. 

In sostanza il fatto che una funzione cresce (o decresce) per un dato 
valore di x consiste nella possibilità di assegnare un numero positivo %, 
tale che, per |dx|<%, Sy abbia il segno di dx (o il segno opposto). Ora, se 
per 2=a la derivata destra o sinistra di y è positiva, ciò vuol dire che il 
corrispondente rapporto incrementale finisce per diventare e restare positi- 
vo, quando dx tende a zero, e quindi che dy finisce per assumere e conser- 
vare il segno di dv. Dunque la funzione è crescente. Nello stesso modo si di- 
mostra che la funzione è decrescente quando la derivata è negativa. Quando 
poi la derivata è nulla, ciò non impedisce che dy finisca per assumere e con- 
servare un dato segno, e che per conseguenza la funzione possa crescere o 
decrescere per quel valore di æ che si considera; ma può anche darsi che 
dy finisca per essere uguale a zero, o che non cessi mai di annullarsi o di 
cambiar segno, ed allora la funzione, se non è costante, non è nemmeno cre- 
scente o decrescente. 


19. Teorema III. Una funzione è crescente o decrescente, in un inter- 
vallo, secondo che la sua derivata, supposta unica, si conserva positiva 0 
negativa nell’ intervallo stesso. 

Infatti, se si ha, per esempio, f(2)>0, per tutti i valori di x appar- 
tenenti ad un certo intervallo, f(x) è crescente intorno a ciascuno di questi 
valori, ed è per conseguenza crescente nell'intervallo, in virtù del teorema I. 


20. Minimi e massimi. Si dice che, per z=a, f(x) passa per un 
minimo, o che f(a) è un minimo di f(z), quando nessuno dei valori che f() 
assume intorno ad a è minore di f(a). Similmente si dice che f(a) è un 
massimo di f(x), quando, intorno ad a, nessun valore di f(x) supera f(a). 
Il minimo ed il massimo così definiti si chiamano anche assoluti, per distin- 
guerli dal minimo e dal massimo valore, che una funzione assume in un 
dato intervallo: questi diconsi relativi perchè dipendono dall’ insieme dei 
valori della funzione nell’ intervallo considerato, mentre il minimo ed il mas- 
simo nel senso assoluto dipendono soltanto dai valori che la funzione prende 
intorno a determinati valori della variabile indipendente. In un intervallo 
sì possono avere più minimi o massimi assoluti, ma un solo è il valore del 
minimo o del massimo relativo: questi possono variare insieme all’ inter- 
vallo, ma i primi conservano il loro carattere in qualunque intervallo, e si 
verificano sempre per determinati valori di z, invariabili. Queste osserva- 
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zioni riescono evidenti quando si fa uso della rappresentazione geometrica. 
Così, per esempio, riferendoci alla figura, vediamo che nell’ intervallo (a,b) 
la funzione rappresentata ha il minimo relativo 
nell'estremo inferiore æ, ed il massimo in un pun- 
to y, nel quale si ha pure un massimo assoluto; 
un altro massimo assoluto si vede in «, e due mi- 
nimi, uno in 8 e l’altro, maggiore del precedente 
massimo, in è. Quando si sposta a verso la sini- 
stra, il minimo relativo diminuisce, e si verifica nell'estremo inferiore del 
nuovo intervallo. Quando invece si comincia a spostare b verso la destra, il 
massimo relativo resta invariato e persiste in y, fintantochè b passa alla 
destra del punto €; allora il detto massimo aumenta, e si trasferisce bru- 
scamente nell’ estremo superiore del nuovo intervallo. Terminiamo con due 
osservazioni importanti: il minimo assoluto, per 2z=4, non è che il-minimo 
relativo ad un intervallo sufficientemente piccolo, preso intorno 
ad a; ed il minimo relativo ad un dato intervallo, esclusi gli estremi, 
è anche un minimo assoluto. Altrettanto dicasi del massimo. D’ ora innanzi 
il minimo ed il massimo si dovrà sempre intenderli nel loro nuovo significa- 
to, a meno che non si dichiari esplicitamente il contrario. 


21. Teorema IV. Quando una funzione a derivata unica passa per 
un minimo 0 per un massimo, la derivata si annulla. 

Supponiamo, per esempio, che f(a) sia un minimo, ed osserviamo che, 
per la definizione stessa del minimo assoluto, la funzione non è crescente a 
sinistra di a, non è decrescente a destra, e però la derivata, supposta unica 
($ 1), considerata come derivata sinistra non può, in virtù del secondo teo- 
rema, essere positiva; considerata come derivata destra non può essere ne- 
gativa: essa è dunque nulla. Non sussiste la proposizione reciproca, giacchè 
la derivata può benissimo annullarsi per un valore di #, che non renda mi- 
nima o massima la funzione: nulla impedisce, per esempio, che la funzione 
sia (come avviene per y=4?) crescente tanto a sinistra quanto a destra del 
predetto valore. 


22. Teorema V (di Rolle). Quando una funzione a derivata unica 
prende valori uguali negli estremi d’un intervallo, la derivata si annulla al- 
meno una volta nell’ intervallo stesso, esclusi gli estremi, purchè anche 
in questi la funzione sia continua. 

- Poichè la funzione è continua in tutto l'intervallo considerato (a,b), 
questo racchiude, in virtù del secondo teorema di Weierstrass, almeno 
un numero &, in cui f(x) raggiunge il minimo o il massimo valore. Se i va- 
lori della funzione fossero tutti uguali ad f(a), la derivata sarebbe costan- 
temente nulla. Supponiamo dunque che f(x) prenda, in (a,b), valori di- 
versi da f(a). Allora almeno uno dei due numeri, che rappresentano il mi- 
nimo ed il massimo valore della funzione, avrà un valore differente da 
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f(a)=f(b), e corrisponderà, per conseguenza, ad un numero é, diverso da a 
e da b. Esclusi così gli estremi dell’ intervallo, il minimo o massimo della 
funzione è tale (§ 20) anche nel senso assoluto, e però ($ 21) si ha neces- 
sariamente f'(£$)=0. 


23. Osservazioni. Circa le restrizioni imposte si osservi che la funzione 
x—[«], nulla negli estremi di (0,1), è in questo intervallo, quando se ne esclu- 
dano gli estremi, continua e provvista di derivata unica; ma questa (uguale ad 1) 
non è mai nulla; ciò si deve alla discontinuità che la funzione possiede a sinistra 
dell'estremo superiore, discontinuità che le impedisce di raggiungere il valor mas- 
simo. Non è tuttavia impossibile che la proprietà enunciata sussista anche quando 


` 


“br ; : ; o l 
la funzione non è continua negli estremi, come accade nell’ intervallo (o5) per 
; ES i ia 3 ay 
la funzione sen—, discontinua nell'estremo inferiore. Invece, soddisfatta la con- 
du 


dizione della continuità in #40 un intervallo, la proprietà si verifica indipenden- 
temente dall’esistenza della derivata negli estremi. Basti l'esempio della funzione 
l ANEA , ; mi l 
æsen—, priva di derivata ma continua per æ=0Q: in ogni intervallo (0, — 
x (i. 006 
la sua derivata si annulla infinite volte, per valori di æ, che sono inversi delle 
radici dell'equazione tge = s. 


24. Teorema VI (di Cauchy). Se nell intervallo finito (a,b) le fun- 
zioni ® e y sono continue, e se, esclusi gli estremi, le derivaie 9° e V' esi- 
stono, sono uniche e prive di radici comuni, il detto intervallo racchiude al- 
meno un numero £, diverso dagli estremi, per cui si ha 


ọ(b)— o(a) 93) 
p= (a) P6 
Siccome nell'enunciare una proposizione non si può parlare di quantità 

prive di significato, nell’enunciato precedente è implicita la supposizione 
che almeno una delle due funzioni, per esempio 4, abbia valori disuguali 
negli estremi dell’intervallo. In tale ipotesi si può sempre determinare la 
costante k in modo che la funzione g(e)—kW(x) prenda valori uguali negli 
estremi stessi, giacchè basta porre 


o(a) — kp(a)=9(0) — kp) , 
e, ricordando che &(a)2Y(2), ricavarne 
e) e I 


TORTO 
Intanto la funzione considerata, continua ¿n tutto l’ intervallo, ammette la 
derivata unica ọ'(£)— kẹ'(x), che deve annullarsi almeno per un valore a, 
preso nell'interno di (a,b), dimodochè si ha 9'(5)=%kW(5); e siccome, per 
l'ipotesi fatta su 9' e y', non è possibile che sia wv(£)=0, altrimenti sa- 
rebbe anche 9(£)=0, si può sempre dall'ultima eguaglianza (anche quando 


e 
k=0, nella quale ipotesi si ricade sul teorema di Rolle) trarre 


z? 15) 
ETE e 
p6) 
Eguagliando fra loro i due valori di % si ottiene il teorema di Cauchy. Si 
noti che per l’annullarsi di 9' e y’ negli estremi non cessa la validità del 
teorema, come non cessa per l'inesistenza di 9 e y negli estremi stessi, ma 
potrebbe cessare se in questi si presentasse una discontinuità per 9 o per +. 


25. Teorema VII (di Lagrangia). Per ogni funzione f(x), continua 
in un intervallo finito (a,b), nell'interno del quale ammette la derivata 
unica, si ha 

f(0)—f(a)=(0—a)f'(€) , 
dove & rappresenta un numero di (a,b), diverso dagli estremi. 

È questo un corollario immediato del teorema di Cauchy: basta fare 

e(2)=f(x), %(2)=%, ed osservare che yw'(2)=1. 


26. Corollarii: a) Una funzione a derivata nulla è costante. Infatti 
se si ha f(x)=0 per ogni numero x, preso in (a,b), si può applicare il 
teorema di Lagrangia ad ogni intervallo (a,«), il cui estremo superiore 
non sia maggiore di b; e si ha f(x)=f(a)= costante. Questa proposizione 
è un complemento necessario del teorema III, complemento che non si po- 
trebbe in alcun modo dare all’analogo teorema II Ben s'intende che f'() 
ha il significato di derivata unica; ed è facile convincersi che la proposi- 
zione non sussisterebbe se fosse costantemente nulla, per esempio, la sola 
derivata destra, come avviene per y= [x]. 
b) Due funzioni, aventi la stessa derivata, non possono differire che 
per una costante. Infatti, se 9 =4', è nulla la derivata di g—+, e però 
si ha ọ — 4 = costante. 


27. Osservazioni: a) Si chiama funzione primitiva di f(æ) ogni funzione 
che ammette f(x) per derivata. Dalle ultime proposizioni risulta che, se di f(x) 
si conosce una funzione primitiva F(æ), tutte le altre sono comprese nella for- 
mola F(x)-{-C, in cui C rappresenta una costante arbitraria. 

b) Il teorema di. Lagrangia da /(x)=/f(a)+(e—a)f(£), dove, col 
tendere di æ ad a, anche È, sempre compreso fra æ ed a, tende ad a. Ora, sə 
f(x) cresce indefinitamente, altrettanto deve fare (a — a)f'(2), e poichè @ — 
tende a zero, bisogna che il valore assoluto di /'(3) vada crescendo all infinito : 
lim |f"(3)|= œ. Qui si faccia attenzione a non considerare il primo membro come 


se fosse lim|f'(x)|, giacchè non si è sicuri che &, nel tendere ad a, prenda 
az 

tutti i valori possibili intorno ad a. Si può dunque soltanto affermare che, se 

col tendere della variabile ad un limite finito accade che una funzione a de- 

rivata unica oltrepassi ogni limite, anche la derivata cresce indefinitamente, 

o prende, oscillando, valori arbitrariamente grandi. 
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c) In modo analogo si dimostra che, se una funzione a derivata unica 
tende ad un limite finito quando la variabile cresce indefinitamente, la deri- 
vata oscilla o tende a zero. Infatti, fissato a, non può (e—a)f'(É) tendere ad 
un limite finito, quando « cresce indefinitamente, senza che sia lim f'(§)=0. 


Dunque lim/‘(x) è zero, o non esiste. Tutte queste conseguenze del teorema di 
az 


Lagrangia, come il teorema stesso, sono suscettibili di facili interpretazioni 
geometriche; ma, per non cedere alla tentazione di accordar valore dimostrativo 
a tali interpretazioni, il lettore farà bene a rileggere ($ 14, d) certe osservazioni 
precedenti. ; 

d) Al teorema di Lagrangia si può dar la forma dy:d0=/'($), pren- 
dendo l'incremento Sx a partire da un valore qualunque @=a. Si noti che il 
teorema vale anche quando non esiste f'(a), giacchè in tutte le proposizioni pre- 
cedenti, per non introdurre, senza necessità, condizioni sovrabbondanti, abbiamo 
sempre avuto cura di escludere gli estremi dell’ intervallo, pur supponendo in essi 
continue le funzioni. Quando poi f'(a) esiste, dal teorema di Lagrangia segue, 
col far tendere dx a zero, limf ($)=f (a); e poichè il primo membro non è da 


confondersi con lim f'(x), si può soltanto affermare *) che, quando œ tende ad 
s= î 


a, la funzione /‘(:) passa per infiniti valori, che differiscono da f'(a) tanto poco 
quanto si vuole; ma non si esclude con ciò che possa prenderne altri, che le impe- 
discano di tendere ad un limite. Adunque ogni funzione, che si può riguardare co- 
me derivata unica di un'altra, è suscettibile di sole discontinuità di seconda spe- 
cie. In altri termini, quando un punto M' tende, lungo una curva, ad un punto 
fisso M, se sono ben determinate le tangenti alla curva in M ed in M’, la tan- 
gente mobile tende a confondersi con la tangente fissa, o non tende ad alcuna po- 


sizione limite. Un esempio di ciò si ha nella funzione continua @*sen—, per la 
a 


l 1 
quale f'(0)=0, mentre f'(x) = 2xsen iaia to oscilla indefinitamente, nel 


‘ l .. 1l l 
tendere di æ a zero. Il teorema di Lagrangia dà-æsen —=?2ģsen -—— cos >, 
hi 


; l 
e dal fatto stesso che si deve avere lim cos--=0 si deduce che É è una tal fun- 
vw 
zione discontinua di æ, che tende a zero, con æ, evitando valori infinitamente 
più numerosi di quelli che va assumendo, 


e) Segue ancora dalle precedenti osservazioni che la derivata d’ una fun- 
zione può ben possedere discontinuità ordinarie, ma là dove queste si presentano 
si è sicuri che la derivata destra differisce dalla sinistra. Di ciò si ha un esempio 
nella funzione 


f(@)=[@]—'/2([2x]}+[]?) , 


che ha per derivata la funzione [æ]; e la discontinuità ordinaria di questa, per 
ogni valore intero di æ, rappresenta appunto il passaggio brusco dalla derivata 
sinistra, uguale ad x —1, alla derivata destra, uguale ad w. 


+) Vedi il «Calcolo» di Genocchi e Peano, p. 50. 


www.rcin.org.pl 


Maa e A Lai 
: 


complementi della teoria dei limiti. 


28. Mercè le ultime proposizioni possiamo prepararci a lasciare il campo 
della pura teoria per entrare in quello, non meno interessante, delle appli- 
cazioni alla pratica del calcolo; e prima di ogni altro vogliamo dal teorema 
di Cauchy dedurre un altro importante teorema, per mezzo del quale ci 
sarà facile colmare una lacuna (I, 14) lasciata nella teoria dei limiti. Questo 
teorema ci metterà in grado di calcolare i limiti di molte funzioni, che per 
determinati valori della variabile indipendente si presenterebbero sotto for- 
me prive di significato, come 

0 

L'A 
se fosse lecito applicare le ordinarie regole del calcolo dei limiti. Osservia- 
mo subito che le forme precedenti son tutte riducibili alle prime due, le sole 
che siano contemplate nell’enunciato del teorema in discorso. Infatti, se il 
prodotto ov di due funzioni tende a presentarsi sotto la forma 0.0, quan- 
do «x tende ad un limite, basta applicare il teorema stesso al quoziente di 9 
per 1:4. Similmente, se la differenza 9—% tende ad assumere la forma 
co —0%0, basta considerare il prodotto di g per 1—(4:9) per essere subito 
ricondotti al caso precedente, purchè v:9 tenda ad 1, senza di che quella 
differenza non potrebbe rimanere finita. Al medesimo caso si riduce anche la 
ricerca del limite di ọ*, sia quando ọ tende a zero o all'infinito, mentre y 
tende a zero, sia quando ọ tende all’unità mentre $ oltrepassa ogni limite. 
Basta considerare il logaritmo dell’espressione proposta, cioè ylogg, che si 
presenterebbe appunto sotto la forma 0.0, se si commettesse l'errore, del 
resto infecondo, di applicare illecitamente la nota regola che dà il limite 
del prodotto di più funzioni, in numero finito, quando queste tendono a limiti 


finiti. 


o o v 
sO; 00 000° a a 


29. Teorema VIII (di l’Hospital). Se due funzioni continue ten- 
dono simultaneamente a zero o all'infinito quando la variabile indipendente 
tende ad un limite finito a, o all infinito, e se il rapporto delle derivate 
(supposte esistenti fuori di a, ed uniche) tende ad un limite, anche il rap- 
porto delle funzioni tende allo stesso limite, purchè le derivate sian prive di 
radici comuni intorno ad a, 0 invece, nel caso che la variabile vada cre- 
scendo all'infinito, di radici comuni arbitrariamente grandi. 

a) Prima supponiamo che, per æ tendente ad a, ọ(x) e (x) ten- 
dano a zero, e per conseguenza si abbia, in virtù della continuità, 9(a)=0, 
w(a)=0. Preso x sufficientemente vicino ad a perchè nessun numero del- 
l’intervallo (a,z), diverso dagli estremi, annulli insieme 9' e W', il teorema 
di Cauchy dà 
olx) _ g(x) — ela) _ g'(È) 
Ue) paæ)— pla) PE)’ 
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dove &, compreso fra a ed x, tende con x ad a. Ne segue 


ia K pyt 
aca p(w) eza P (a) ’ 

quando esiste il secondo membro. Questa conclusione regge ancora nell’ipo- 

tesi che x, invece di tendere ad a, vada crescendo oltre ogni limite. In- 


; RE e, 
fatti, posto g=, Sİ può scrivere 


2(2) ore EnA, g/(2) 


SU T mas pa 5340) =lim; $(@) 


~ 
© 


Nel far ciò si suppone che le funzioni e(— ) e v(— ) continue fintantochè 


220, siano continue anche per 2=0, vale a dire che si conviene di attri- 
buir loro il valore 0 per 2=0. Inoltre, per applicare con sicurezza il teo- 
rema di Cauchy, è necessario ammettere l’esistenza d’un tal numero l, 
che per €>/ non si annullino mai simultaneamente ọ'(x) e y'(2). Consi- 
derazioni analoghe si possono fare quando æ tende a — œ, nel qual caso z 
dovrà tendere a zero per valori negativi. 

b) Ora supponiamo che, per æ crescente all’ infinito, ọ(x) e ẹ(x) ol- 
trepassino ogni limite, e che il rapporto delle derivate tenda al limite l. Ciò 
esige che, dato il numero positivo £, piccolo quanto si vuole, si possa tro- 
vare un numero @, tale che, per 7>a, sia sempre 


Posto che a sia stato già preso abbastanza grande perchè in (a,c) non 
esistano radici comuni di ọ' e W', si ha identicamente, in virtù del teorema 
di Cauchy, 
RC o AP SOSTE h 
ole) _o(e)—g(a) W _ rÉ Wa) 
da) - WEA) , _ o(a) YA } o(a) ’ 
g(x) 92) 
per ogni 2>a, e per un conveniente $>a, inferiore ad x. Fissato a, si 
faccia crescere x indefinitamente. Il primo fattore non cessa di restar com- 
preso fra Z-—e ed 2-|-e, mentre il secondo, che tende all'unità, finisce per 
cadere e restare nell'intervallo (1—&,1-} e). Ne segue che, a partire da 
un certo valore di x, si avrà costantemente 


_ SA) 
de) _ ~ 4) o 
dt (e TA 
~ g(x) 
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ara Da 
con ð e 0' inferiori ad 1 in valore assoluto. Dunque 


AG J0 00'e)e . 


Ora, fissato y, positivo e piccolo quanto si vuole, basta prendere simulta- 
neamente, per 120, 


È fasi ad 
& E | l | » E < l 2| | ’ 
o e=n:(1 +n) per 2=0, perchè risulti 
o(@) | 
|<, 
Meri tri 
e conseguentemente (a) 
tn PL 
lim "end 4 
eze (7) 


Il teorema si deve ritenere come valido anche quando il numeratore si con- 

serva finito, nel qual caso il limite del rapporto delle funzioni è zero; e per 

far vedere che il rapporto delle derivate non può tendere ad un limite di- 
verso da zero basta scrivere 

EENT E a CA oc ORO Td RA I TR dc 

px) Ņ (%) p(x) 


Finalmente se æ, invece di crescere all’ infinito, tende ad un limite finito a, 


il teorema sussiste, perchè, posto € = @ -+ Ri si può scrivere 


] 14 i) 
ee) i; (04) li HOM (+ A Ft g'(x) 


= lim —__ m —— =lim=—. 
aa DC 25% 35% co > 
i) 
30. Osservazioni: a) Nella ricerca del limite di g:w, per æ tendente ad a, 
i numeri ọ'(a) e W'(@) possono non esistere, o entrambi essere nulli senza che il 
teorema cada in fallo, poichè soltanto intorno ad a, non per æ=a, le funzioni 
sono obbligate ad ammettere le derivate, e queste ad esser prive di radici comu- 
ni. Se le derivate, oltre ad annullarsi per æ=a, sono continue, la ricerca del 
limite del loro rapporto ci rimetterà in presenza del problema che si voleva risol- 
vere; ma, supponendo soddisfatte anche le altre condizioni, noi potremo nuova- 
mente applicare il teorema passando alle derivate seconde, poi, se occorre, alle 
terze; ecc. 

5) Certe osservazioni precedenti conducono a formulare un’obbiezione, grave 
in apparenza, contro il teorema di l'Hospital, in quanto sembra che il procedi- 
mento che ne deriva per calcolare il limite d’un quoziente debba riuscir sempre 
illusorio, sia nel caso che le funzioni vadano crescendo all'infinito, col tendere 
della variabile ad un limite finito, sia quando tendono a zero mentre la variabile 
cresce indefinitamente. Infatti le derivate, se non oscillano, vanno anch’ esse cre- 
scendo all’ infinito nel primo caso ($ 27, b), e nel secondo tendono a zero ($ 27, c). 
A ciò si risponde che l’importanza del procedimento di calcolo, indicato dal teo- 
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rema di l'Hospital, risiede principalmente nella possibilità di trasformare una 
espressione, che tende ad un limite, in un altra che non può tendere ad un limite 
differente, e che si presenta quasi sempre sotto una forma più semplice, o si presta 
a semplificazioni tali che ne riesca facile il calcolo diretto del limite. 

c) Il teorema di ì' Hospital si può considerare come valido anche nel caso 
che il rapporto delle derivate, invece di tendere ad un limite finito, vada crescendo 
indefinitamente. Infatti, per œ tendente ad a, nell’ipotesi che 9 e w tendano a 
zero, preso intorno ad a un intervallo in cui g':$' si conservi superiore ad un dato 
numero l, grande quanto si vuole, anche g:$ si manterrà maggiore di / per gli 
stessi valori di æ, perchè il valore dell’ultimo rapporto, per un dato valore di æ, 
è uguale ad uno dei valori che il primo prende in (4,4). Nel caso poi che @ e Y 
vadano crescendo all’ infinito, si consideri il rapporto w:9. Questo tende a zero, 
come 4':9', e siccome finisce per conservarsi positivo si può asserire che g:y 
cresce all’infinito come ọọ’. 

d) Se il limite del rapporto delle derivate non esiste, non è lecito dedurne 
la non esistenza del limite del rapporto delle funzioni. Per esempio si ha 


sen % 


; a x 
lm —T_z=lim —— =l , 
=o X+sena v=% 1 sen % 


mentre non tende ad alcun limite il rapporto delle derivate, evidentemente uguale 
a tS . Infatti dalla dimostrazione del teorema risulta che, quando esiste il li- 


mite del rapporto delle funzioni, per æ crescente all’infinito o tendente ad un li- 
mite finito, esiste anche, non il secondo, ma il primo dei seguenti limiti: 


9'(5) ._ (2) 


de VE) ’ do: Ys) ` 
In sostanza £ è una funzione di x, che cresce all'infinito con æ, o tende con 
questa variabile ad un comune limite finito, ma che può non assumere tutti i va- 
lori che va prendendo œ, d'onde segue che dall’esistenza del primo limite non si 
può dedurre quella del secondo. Invece l’esistenza del secondo limite, ammessa 
nell’ enunciato del teorema, include quella del primo, e per conseguenza anche 
quella del limite del rapporto delle funzioni, 

e) Delle restrizioni concernenti le radici comuni di 9° e y' non si ha mai 
occasione di tener conto nelle ordinarie applicazioni; ma è utile essere avvertiti 
della possibilità che il rapporto delle funzioni oscilli, malgrado che tenda ad un 
limite il rapporto delle derivate. Così per esempio, se si prende 


o(a)=x-+senacose , Y(x)=(s -+ seng cosg)? , 
è chiaro che, crescendo æ all’ infinito, il rapporto delle funzioni oscilla indefinita- 
1 
mente fra e ed go ma il rapporto delle derivate 


ọ'(æ) Re SRP. 6084 


(2) «-+(2-+sena)cose 


tende a zero, perchè il numeratore resta finito, mentre il denominatore cresce al- 


Wwww.rcin.org.pl 


N ca 


l'infinito come œ. Ciò si deve al simultaneo annullarsi di ọ'(æ) e W'(x) tutte le 
volte che œ passa per una delle radici di cosæ, fra le quali, come si sa, ve ne 
sono sempre maggiori di qualunque numero assegnato. 


-2 9 


31. Esercizii: a) Qual'è, per œ crescente all’ infinito, il limite di @"e 
Evidentemente il limite è zero per n <0. Se poi n è ate sia v il massimo 


numero non positivo fra i numeri n—1l,n—?2,n—3,... Si ha, per æ infinito, 
a" g" are 
limage” =lim > =nlim=-=n(n—b)lim= = ce. 
e” e” 


=n(n—1)(n—2)...(+DlimÉ=0 ; 


In altri termini e” cresce all’ infinito più rapidamente di qualunque potenza di œ. 
Ne risulta, cambiando œ in logo, che questa funzione cresce all’infinito così 
lentamente, che qualunque sua potenza, con esponente grande quanto si vuole, 
cresce meno rapidamente di œ. Ciò si può constatare in modo diretto, mediante il 
teorema di l’Hospital, scrivendo 


log" log"! 


—nlim 5 log" e _ 


lim =n(n— 1)lim —— vi 
Atlete 2).. (0+ lim 89 = 0. 


Il limite, per œ infinito, di æ”, si può calcolare (ricordando la continuità di 
log@) nel SI modo: 


er = 0 


1 LA 
limloga? =lim — s loglima”=0 , lime”=1. 


b) A titolo di sn (cfr. I, 20, a) si osservi che, quando œ tende a zero, 


S 
lim 2 lim] i n 


costa 
Il teorema di l’Hospital conduce inoltre, sempre per œ tendente a zero, ai se- 
guenti risultati : 
a—Va?—a? N | VAR b 
=_= =lim ——__=*—, 
S VE ai Va—a 4 
lim ei loga — b” log b __log(a: HO 
2 —d c” loge —d” logd _ log(c:d)’ 
seng —æcosy l , seng 1l 


im —— FT —_ elio ca 


æ? 3 æ ges 


lim 


jim —3seno + vcot _ l penosa — msna 
a 5 w 
1 li seng — gcosa l 
90 im ou Dicono 60 ’ 
m (1-9 0080) —(14 + cosa)sena 
pa.) 
vi x x 
9 Aren a rana cos > — Bmeos — 3 MENETET. i 


= -lim —— a a L li IMMM , 
7 pa "dd 140 


WWW.rcin.org.pl 


Gai pe 


Analogamente 
. tga—a 1. 1—cos?x Pra (=)= 1 
n bi Tg er rd za ida TO IRE 
la) a 3 tru æ? cos'e Taa a Sl 
o pure 
. tgæ— x . seng — g cos w . seng — g cosg 1 
lim = lim TT —lim —_____=z 


w? æ? cosg x? 3 


Se per calcolare il limite di — — cot*x si comincia dal porre questa espressione 
U° 


sotto la forma 


senta — æ? coste seng-+-acosa seng — 2c0se w? 


w?’ sen?x a g” ' sen?a ` 
si vede subito, senza applicare il teorema di l’ Hospital, che il primo fattore 


tende a 2, e si sa che gli altri tendono rispettivamente ai limiti 3 ed 1. Dunque 
li À tæ j= ; 
lim | -3—20 2)= 3° 


a; 
c) Quando si sa (I, 20, d) che, per æ tendente a zero, (1 -+ 4)? tende ad e, 


A; 
è naturale domandarsi come si comporta la differenza e — (1l -+ æ)”, e si è in tal 
modo condotti al seguente calcolo: 


4 
IE z 1 pr 
lim È mik x)” =e lim (1 +2) log (; log tei bol 
æ x 
x e logA-b@) ; e. #3}: 
“tg N ene T De par og z` 
Similmente 
Pa a pi 
CALI TAO j 292 
rim to” e_ Cime tt (1-4 @)log(14 2) 
a? 4 a 


e. x—log(14+@ e 
ak lim adh ta "Db: 
d) Se si vuol calcolare, per œ infinito, il limite di e-V(e—a)(e—3d), 
conviene porre 4=—, per far poi tendere z a zero. Così l’espressione proposta 
diventa uguale al SECO di 1— VA —a2)(1— bz) per 2, e però il suo li- 


mite è uguale al limite di 


IR Mili are b 


per z=0. Dunque 
lim (æ —V (æ — a) (æ —))='/,(a +8). 


A questo risultato si perviene subito, senza far uso del teorema di Hospital, 
se all'espressione proposta si dà la forma 


ab 
(a+ 68)a — ab ce den bito 


e+Vezez 14/1 2) 
XL XL 
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e) Più generalmente, tutte le volte che per due funzioni @ e ®, crescenti 


all’ infinito con æ, si può determinare una funzione f, tale che i rapporti di @ 
e d ad f tendano verso un limite finito k, diverso da zero, se si conosce anche 


il limite 2 di e-n , è facile calcolare il limite di Vọ — VW. Infatti 
l . g_-V l 
lim(Vo - V+Y)=lim — — - lim —— = —. 
Va FE” va Vi Va 


Per f=9=x° e p=(æ—a)(x— b) si ricade sull'esercizio precedente. In modo 
analogo si tratta il caso delle radici n°”, e si trova 


lim (Vo —- Vy) = i lim ca 


quando esiste il secondo membro, supponendo che i rapporti di ọ e V ad æ”, per 
x infinito, tendano ad 1. In particolare 


a—b 


lim Wta: Part... ana ba !+.. = 


III. SVILUPPI IN SERIE. 


Serie di funzioni. 


1. Ora vogliamo occuparci delle funzioni definite per mezzo di serie. I 
valori di x, per i quali converge una data serie t, -} Ua + Us +..., i cui 
termini sono funzioni di æ, possono costituire uno o più intervalli, nei quali 
viene così ad essere definita la somma della serie come funzione di æ. Se si 
considera un intervallo qualunque (a,b), in cui la serie converge, anche il 
resto 9,(), cioè la somma della serie che si ottiene sopprimendo nella serie 
data i primi n termini, è una funzione di æ, definita nel detto intervallo. 
Si sa che, quando n cresce all'infinito, il resto tende a zero, vale a dire che, 
dato e positivo e piccolo ad arbitrio, si può, per ogni valore di 2 compreso 
in (a,b), trovare un numero v, tale che il valore assoluto di 9, rimanga 
sempre inferiore ad e quando » supera v. Se si riesce a determinare v in- 
dipendentemente da x, la serie si dice uniformemente convergente. In altre 
parole se, corrispondentemente a ciascun valore di x, immaginiamo scelto 
per v il più piccolo valore possibile, si può dire che v è una funzione di z, 
definita nell’intervallo (a,b). Se questa funzione è finita in tale intervallo, 
essa vi ammette (I, 9) il limite superiore, e la serie converge uniformemen- 
te; ma può anche darsi che v non sia finito nell'intervallo considerato, di- 
modochè sia impossibile determinare un valore di n, lo stesso per tutti è 
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valori di x, a partire dal quale ọ„ resti inferiore ad e. Ciò accade, per 
esempio, quando, facendo convénientemente variare æ insieme ad n, si rie- 
sce a far sì che 9, non tenda a zero. Con questo mezzo si può facilmente 
constatare la non uniforme convergenza di molte serie. 


2. Esempii: a) La serie 


(EE 


n+i 


si mantiene 


75) 
converge uniformemente nell’ intervallo (0,1), perchè il resto Cui 


inferiore ad e quando n supera il numero —, indipendente da x. Non avviene 
7 e 
altrettanto per la serie 


(1-2) +e(1-2)+2*(1-2)+....., @) 


convergente nel medesimo intervallo, giacchè il resto è æ”, se #<1, e non si 
può fissare v in modo che, per nv, sia a"<e per ogni valore di œ. Infatti, 


se si concede che œ possa accostarsi ad 1 quanto si vuole, basta porre a=1— — 
n 


n 
perchè l’espressione del resto diventi (1 - >) , e così, per infinito, non tenda 
a zero. 

b) Della serie 1-4-4? +... non si dice che non converge uniforme- 
mente, perchè basta limitarsi ad affermare che non converge nel predetto inter- 
vallo, a meno che non si eseluda l’estremo superiore, nel qual caso, dopo aver so- 
stituito ad 1 un numero a<1 (sia pure vicinissimo ad 1), è facile constatare 
che la convergenza è uniforme. Infatti, fissato ad arbitrio il numero positivo €, 
se si prende v abbastanza grande perchè a” non sia maggiore di (1—a)e, è 
chiaro che, per nœv, il resto «":(1— x) si manterrà inferiore ad e. Lo stesso 
si può dire della serie 1-|--2x -+ 3%? +..... , se v si determina in modo che 
(y-|- 1)a” non sia maggiore di (1 —a)e. Queste due determinazioni di v sono 
possibili, perchè (II, 31, a), qualunque sia k, e per v crescente all’ infinito, va” 
tende a zero. 

c) La somma dei primi # termini della serie 


(x — me”) + (aet — dare 22" vee (2ra — Bwe") EAT (3) 


na? . . . 
è a—nae "", e tende ad æ per n crescente all’ infinito. La serie converge dun- 


. x 1 $ na2 . 
que, ma non uniformemente, perchè, posto a = x! il resto nge diventa 
Sla 
e ”, e non tende a zero. Similmente la serie 
w æ x n 


è convergente per #20, perchè la somma dei primi x termini è 
l l 
lto l+(n+1)e' 


quando 2 cresce all’ infinito; ma essa non converge uni- 
œ 


ed ha per limite i 


formemente, perchè il resto diventa uguale ad — quando si pone æ = 


2 web. 
8 
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questo valore appartiene ad ogni intervallo che ha 0 per estremo inferiore. La 
medesima serie converge invece uniformemente in ogni intervallo, il cui estremo 
inferiore a è positivo, perchè, dato e positivo ed arbitrariamente piccolo, basta 
: l—e iv a 
prendere n -+1 superiore ad —— , numero indipendente da æ, per essere si- 
ag i 

curi che riuscirà e resterà inferiore ad e il resto n°. 

d) Ogni funzione continua è rappresentabile mediante una serie uniforme- 
mente convergente. Infatti, costruita una successione qualunque di numeri a,, 
U%2,0%,,... tendenti a zero, se si prende u, =f (Œ + a,)—f(2-+ a,_1), la som- 
ma dei primi n termini della serie u, -+ ,4-3-|-... è /.(@)=/(2+a,), e si 
ha lim /,(#)=/(@). Dunque la serie è convergente, ed il suo resto è 


Que) =f (2)— f(E + a, 


Ciò premesso, dato ad arbitrio il numero positivo e, si può sempre, in virtù del 
teorema di Cantor, poichè /(«) è continua, determinare A in modo che la dif- 
ferenza f(@')—f(x") sia minore di e, in valore assoluto, tutte le volte che 
|æ — æ” |<h. Ne segue, prendendo v sufficientemente grande perchè risulti 
|la,|<%, che siha |g@,(@)|<£ per #>yv, qualunque sia w. 


3. Teorema I. Una serie di funzioni converge assolutamente ed uni- 
formemente se converge la serie formata dai limiti superiori dei valori as- 
soluti dei termini. 

Se p, è il limite superiore di |w,()| nell intervallo (a,b), la serie 
Usa: 3-+... converge assolutamente *) per tutti i valori di v appar- 
tenenti ad (a,b), perchè i suoi termini non superano, in valore assoluto, i 
corrispondenti termini della serie p, + Ha -+p3+4-.., che per ipotesi con- 
verge nell’intervallo considerato. Inoltre, fissato ad arbitrio il numero posi- 
tivo e, esiste sempre un numero v, tale che, per n>v, è 


Pasi F Pra F Pns de KE. 


Dunque a fortiori sarà |9,(2)|<e per ogni valore di n superiore al medesi- 
mo numero v, indipendente da x, e però la serie t, -+ Ua- ua -+... converge 
anche uniformemente. 


4. Teorema II. Se i valori assoluti dei termini Cuna data serie for- 
mano una serie uniformemente convergente, converge anche uniformemente 
ed assolutamente la serie ottenuta moltiplicando per funzioni finite i termini 
della serie data. 

Siano %, 0a ,%3,... funzioni finite nell'intervallo (a,b), cioè tali che i 
loro valori assoluti non superino un certo numero l. Sia wu, + uat Ua}... 
la serie data. La serie %,%, + Uaa + 303-+... converge assolutamente, per- 
chè i valori dei suoi termini non superano i corrispondenti termini della se- 
rie convergente |u,|4-|w,{|w3]4+..., moltiplicati per l. Dato ad arbi- 


*) Sulla convergenza assoluta vedi « Analisi algebrica » p. 159. 
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trio il numero positivo e, si può sempre trovare, per ipotesi, un numero v, 


indipendente da x, tale che, per nv, riesca |n, |+] Unsal tH... infe- 
riore ad e:/, ed a fortiori sia 


[Unti Pana È NES R T U I S |<. 


Dunque la serie w,0,-;- 973 A- UVa +... converge anche uniformemente. 


5. Teorema III. Se, per x= a, è termini d’una serie uniformemente 
convergente tendono a limiti finiti, anche la somma della serie tende ad un 
limite finito, uguale alla somma dei limiti dei termini. 

a) Si considerino, per fissare le idee, i limiti a destra di a, e si stac- 
chi un intervallo arbitrariamente piccolo (a,a +h) dall’intervallo in cui la 
serie converge uniformemente. In forza di simile convergenza, dato e posi- 
tivo ed arbitrariamente piccolo, è sempre possibile determinare v in modo 
che, per #n>v, si abbia 


Ione) K e s lanl L'E , equindi [9,(2)—9,(0")|<3/g 


per due valori qualunque, x' ed x", appartenenti all’ intervallo (a,a +h). 
Ora, fissato n, si osservi che, quando æ tende ad «, ‘la somma f,(@) dei 
primi v termini della serie tende ad un limite finito, uguale alla somma 
dei limiti di %,,%3,.+-,%,, € però si può sempre far impicciolire h. sufficien- 
temente perchè si abbia |f (x) — f.(£")|<'/23e. Ne segue, chiamando f(x) 
la somma della serie, che si ha 


If) 10") Sf) (2) [+ 9,(e) 92") ]<e 


per ogni coppia di valori di æ’ ed £” presi in (a,a-+ 4). Dunque f(x) am- 
mette (I,16) per x tendente ad a, a destra, un limite finito e determi- 
nato f(a+ 0). 

b) Ciò premesso, dimoStriamo che questo limite è appunto la somma 
della serie formata dai limiti della serie data. Si ha 


f(a) — Jua +0) =X u; lw) — ula +0) +o) . (4) 


Dato e positivo e piccolo ad arbitrio, esiste un numero v, tale che, per 
n>v, è sempre |9,(x)|<'/3€ per tutti i valori di x appartenenti ad (a,a4+4). 
Ora, fissato n, si faccia tendere # ad a. Poichè u;(x) tende ad w;(a -+ 0), 
si ha, per % sufficientemente piccolo, 


pa (u; (x)— u; (a-+0)) | fa; 
1 | 
e però, in virtù di (4), 


| n 
fæ) Lula + o) <"he è 
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Quindi, osservando che anche f(x) —f(a-+0) si può rendere, in valore as- 
soluto, inferiore ad 1/38, 


f(a+0) —M u;(a +0) £|/(a+0) _ fa] + re) Lua+0) <e. 
Dunque f(a+0)=%,(a-+0)H-w.(a +0) -Husla +0) Hes. 


6. Teorema IV. Se una serie di funzioni continue converge unifor- 
memente, la somma della serie è una funzione continua. 
Infatti 


F(a)=Y u;(a) A f(at0)=Yu;(at0) . 


La seconda uguaglianza si può affermare in virtù dell’ uniformità e del teo- 
rema precedente. D'altra parte si ha, per la continuità dei termini, 


u;(a)=u;(atT0); poi f(a)=f(a ©0) . 


Dunque f(x) è una funzione continua. 


7. Teorema V. Se le derivate dei termini d una serie convergente di 
funzioni formano una serie uniformemente convergente, la somma di questa 
serie è la derivata della somma della serie primitiva. 

Limitandoci a considerare, per esempio, le derivate destre, osserviamo 
che, se a appartiene all’ intervallo in cui si avvera l'uniforme convergenza, 
purchè si escluda l’estremo superiore, si può prendere /% sufficientemente 
piccolo perchè a-h cada nel medesimo intervallo, ed allora, dato ad arbi- 
trio il numero positivo e, si può sempre trovare un numero v, indipendente 
da x, tale che per n2v sia 


<E 


n+1 


per tutti i valori di æ presi in pa W Ne segue 


ZON 
Intanto, dopo aver posto, per ana: 


n A gag 


1 


ti (a) ta 


Sa, TORTA 


n+l 


si osservi che si ha, impiegando il teorema di Lagrangia, 


a,=,+ Yu) - w;(a)) , 


y4l 


dove $, superiore ad a, è minore di a-h. Ora, fissato v nel modo prece- 


Www.rcin.org.pl 


RI È GA 
dentemente accennato, ne risulta anzitutto 


n 


Lu) <he 


y+1 


poi, osservando che 


wlay , 


si può far impicciolire % suflicientemente perchè sia |7,|<'/,8. Ne risulta 
|o,|<£ per n arbitrariamente grande ed X>0 arbitrariamente piccolo. 
Ora, fissati v ed h, se si fa crescere n all’infinito, si ottiene, in virtù della 
convergenza delle due serie considerate, 


| f(a +h) — f(a) —) U; (a) = è i 


lim u;(a +h) — w;(a) e 
i 


h=0 } 


i l 


quindi 


h=0 } 


. fla+h)— fla) _ o. 
lim ip ssa ) i 


cioè f(a) =w, (a) +w (a) + us (a) +..... 


8. Osservazioni: 4) Gli ultimi tre teoremi provvedono in parte alle lacune 
lasciate nei $$ 14, 18 del cap. I, e nel $5 del cap. II, in quanto che ci segna- 
lano infiniti casi, nei quali le regole concernenti il limite o la continuità o la de- 
rivabilità d'una somma di funzioni sussistono malgrado che queste siano in nu- 
mero infinito, ma senza escludere che le regole stesse possano valere anche per 
altri casi. 

5) Il teorema IV ci dice che una funzione discontinua non è mai rappre- 
sentabile (cfr. $ 2, d) mediante una serie uniformemente convergente di funzioni 
continue. Così, per esempio, la somma della serie (2) presenta una discontinuità 
ordinaria a sinistra di œ =l, e giò basta per asserire che la serie non converge 
uniformemente nell’ intervallo (0,1); ma non bisogna credere che, inversamente, 
la convergenza non uniforme sia un sicuro indizio di discontinuità per la som- 
ma della serie: basti l'esempio della serie (3), che ha per somma la funzione con- 
tinua æ, mentre non converge uniformemente. 

c) Analogamente il teorema V mostra che la convergenza uniforme della 
serie derivata è sufficiente perchè si possa affermare che la derivata della serie 
primitiva esiste ed è uguale alla somma delle derivate dei termini; ma la condi- 
zione stessa non è necessaria, poichè vi sono *) serie che si possono derivare 
termine a termine, quantunque non siano uniformemente convergenti le relative 
serie delle derivate. È poi facile dare un esempio di serie, per cui non è lecita la 
derivazione termine a termine. Così la serie (1) ha per somma «, e si ottiene, 
derivando, la relazione 1=(1—@)+(a—2®)4+(a®° — ©?) +...., inesatta per 
x=l: ciò si deve appunto alla non uniforme convergenza della serie del se- 
condo membro. 


+) Vedi un esempio nel « Résumé du Cours d' Analyse » di Mansion, p. 205. 
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9. Serie di potenze. Ha per noi speciale importanza la rappresen- 
tazione delle funzioni mediante serie di potenze : 


f(2)= a+ a,m + agt? + agt? +... (9) 


Per tali serie è fondamentale il seguente teorema: una serie di potenze con- 
verge assolutamente ed uniformemente per tutti i valori della variabile x, 
inferiori, in valore assoluto, al numero positivo a, se per x=a i termini 
son tutti finiti. Si osservi che la serie si può considerare come ottenuta mol- 
tiplicando per le quantità @,,4,%,a,4*,... (supposte tutte, in valore asso- 


m? 
xX 


AUNGA : ia ? AA 
luto, minori d'un certo numero) i termini della serie 1-4- Py aipa La AT: 


siccome (§2, b) questa converge assolutamente ed uniformemente quando 
|2| varia da 0 fino ad un numero vicino ad « quanto si vuole, ma inferiore 
ad æ, altrettanto ($ 4) si può dire della serie proposta. Evidentemente le 
condizioni indicate nell’enunciato del teorema sono soddisfatte quando la 
serie è convergente per =a, perchè in tale ipotesi si ha lima,a"=0; ma 


possono essere soddisfatte anche se la serie non converge, giacchè, crescendo 
n all'infinito, può ben darsi che a,«" rimanga finito senza tendere a zero. 
Ne segue che la serie, se converge per x=a, converge anche in tutto (-a,a), 
escluso al più l'estremo inferiore; ed è uniforme la sua convergenza nell’ in- 
tervallo stesso, esclusi al più gli estremi. Ora si noti che non sempre esiste 
un numero «>0, tale che la serie sia convergente per x=. In questo caso 
risulta subito dall'ultimo teorema che la serie converge solo per #=0 (ciò 
accade per la serie il cui termine generale è »!2"). Può darsi invece che i 
numeri come « siano grandi quanto si vuole, nel qual caso la serie sarà 
convergente per tutti i valori di a (basti l'esempio della serie che ha per 
termine generale x":w!). Ma quando per un valore di æ la serie non è con- 
vergente, l'insieme dei numeri « è necessariamente finito, e però ammette 
un limite superiore p, che può non essere un massimo. Adunque ¿ valori di 
x, che fanno convergere una serie procedente secondo le potenze di x, co- 
stituiscono un intervallo (—p,p), negli estremi del quale può nondimeno 
cessare la convergenza, mentre nell'interno questa è sempre uniforme. I due 
casi considerati in principio si possono includere nel caso generale: essi cor- 
rispondono alle ipotesi p=0,p= œ. Per le serie 
1 1 n 1 i 

si ha p=1, vale a dire che l'intervallo è (— 1,1) per le tre serie; ma, 
mentre per la prima bisogna escludere entrambi gli estremi, e per la se- 
conda il solo estremo superiore, soltanto la terza converge in tutto l inter- 
vallo. In altri termini, i valori di æ che rendono convergenti le tre serie son 
privi di minimo e di massimo nella prima serie, hanno soltanto il minimo 
nella seconda, ed ammettono minimo e massimo nella terza. Il numero p 
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si chiama raggio di convergenza della serie che si considera. Dalla teoria 
delle serie *) si deduce agevolmente che il suo valore è 


Il 
5 


quando esiste almeno uno di questi due limiti. 


10. Passiamo ora a considerare la serie formata dalle derivate dei ter- 
mini della serie (5): 


gla) =a, t 2a, x + 3a, +- 4a, 0° +-..... (6) 


Il raggio di convergenza p' di questa serie non "PRO essere maggiore di p, 
perchè, crescendo n, il termine generale na," della serie (6) finisce sem- 
pre per superare, in valore assoluto, il termine a," della serie (5). D'altra 
parte, preso in (— p,p) un numero positivo æ, minore di p, si ha lima,a"=0, 


giacchè la serie (5) è convergente per = «, e però ($ 4) la serie (6) con- 
verge assolutamente ed uniformemente, perchè si può considerare come ot- 
tenuta Me piicandta per le quantità finite a,,@,%,@30*,.... i termini della 


serie E AN +...., la cui convergenza ($ 2,0) è, per |x|<a, as- 


soluta ed Mer Re Dunque p'=p, vale a dire che la serie (6) ammette lo 
stesso intervallo di convergenza della serie (5), esclusi al più gli estremi, 
nei quali si capisce che la derivazione può far comparire la divergenza o 
l’indeterminazione, mentre nell interno persiste inalterata la convergenza 
assoluta ed uniforme. In virtù di questa uniformità possiamo non solo asse- 
rire ($ 6) che la funzione g(x) è continua, ma, quel che più importa, pos- 
siamo affermare ($ 7) che g(x) è la derivata di f(x); e siccome questa con- 
clusione vale per qualunque serie di potenze, sarà lecito applicarla alle se- 
rie che si ottengono derivando successivamente, termine a termine, la serie 
(6), ge pt si ha 


f =m, aT a: ala), a? sala 1)(n—2)ja a"? ee. 
Da EKAA relazioni e dalla (5) si ricava subito, per s = 0, 


r0) =a , f(0)=a, , f'(0)=2a, , f 0)= 6a; , 


e si perviene così all’ importante conclusione: se una funzione f(x) è rap- 
presentabile mediante una serie di PA cali è necessariamente 


f@=f(0+7/ 0) TO n ICE (7) 


Così noi già possediamo una af per scali svolgere in serie di potenze 
una data funzione f(x), ma non abbiamo ancora il diritto di applicarla, 
perchè ci manca un criterio che ci assicuri, volta per volta, della legittimità 
d’un tale sviluppo. Questa lacuna sarà colmata fra breve. 


*) Analisi algebrica, pp. 138, 140. 
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Formole di Taylor e di Mac-Laurin. 


11. Sia f(x) una funzione, dotata di derivata nima 


nizione della prima derivata 


per 7=a. La defi- 


im A LO fia) 


i e 


suggerisce di porre 
f(@)=f(a) + (e —a) (f'(a) +p) » 


rappresentando con p, una quantità, della quale si sa soltanto che, per æ 
tendente ad a, tende a zero. Poi si è naturalmente condotti a studiare il 
rapporto di p, ad 2— a. In virtù del teorema di l'Hospital, tenendo pre- 
sente la definizione di f(x), si ha, per x tendente ad a, 


i — fla) — (r — 4 7 
lim fi- = lim L (2) LOTE, f (a) _ ATA m -r AR 
e però si può scrivere 
neA=ra + e—a a) t ET Ho , 


dove p, tende a zero con v— a. Quindi, invocando nuovamente il teorema di 
l Hospital, ed utilizzando il risultato precedente, 

ai MBAR f()— f(a) (x — afia) —'/,(a— a) (a) 
2(e — a) (e_af. 
f (e) —f(a)—(a—a)f (a) _ 


(x — a)° 


lim 


site TI 


= "f (a) . 


Così proseguendo si perviene alla formola 


(ea) n, (2 —a)" un 
1.2 GJP 00 i Za” defi (a) Si Pn) ’ (8) 


f(2)= 


in cui p, rappresenta una quantità che tende a zero quando æ tende ad a. 


12. Si vedrà che la formola (8), così come si trova, è sufficiente per le 
applicazioni geometriche e per la ricerca dei minimi e dei massimi di f(x), 
ma non presenta alcuna utilità per gli sviluppi in serie. Per questi, infatti, 
ciò che importa è la conoscenza del modo di comportarsi di p,, non per % 
tendente ad a, sì bene per n crescente all’infinito. Bisogna dunque, anche 
a costo di obbligare f(x) ad altre condizioni, precisare maggiormente l’e- 
spressione di p,, cercando di porne in luce i vincoli col simbolo funzionale f. 
Noi supporremo, d'ora innanzi, che la derivata n°" esista, non per «= @ 
soltanto, come si è supposto nel dimostrare la (8), ma in tutto un inter- 
vallo (a,8), nel quale prenderemo ad arbitrio il numero a. Poniamo 


Ue Lat! 


f(e)= f(a) + 4 I 4 essee- Ga I fa) }-R, ; (9) 
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e cerchiamo di determinare il resto R, attribuendogli la forma 
p — 9") 
ee a D, 
(n—1)!» 
in cui v è un numero arbitrario, positivo, e ọ è una certa funzione di %, 


che dipende anche da n e da v. Fissato momentaneamente un valore b in 
(a,B), si consideri la are ausiliaria 


ber: db b-x Le 

P=f+ E + TE ++ EE pn 4 ESE 0) . 

In virtù di (9) si ha F(a)=f(b), ed è poi visibile che F(0)=f(0). Dunque 

la funzione F(x) prende valori uguali negli estremi di (a,b), e però (II, 22) 

la sua derivata deve annullarsi per qualche valore $, appartenente al detto 

intervallo. Intanto un calcolo facile dà 

TREA Se ai Diy 
Quindi, esprimendo che questa funzione prende il valore 0 per v=ģ&, si 
trova il valore di 9(0), e finalmente si ottiene, dopo aver restituito æ nel 
posto di b, 
fm EI pi) de (e — a) (x — éy" 
a= iG , R= 7 ih 

Se, per esempio, si fa v=n, si trova la più semplice forma del resto, do- 
vuta a Lagrangia: 


©. 


R,= ra MOR 
Invece per v=1, se si pone $=(1—0)a-|-9z, con 0 compreso fra 0 ed 1, 
si ottiene la forma data da Cauchy: 

A al n-1 (n) 
La formola (9), completata con una di queste espressioni del resto, si chia- 
ma formola di Taylor. 


13. Data una funzione f(x), e costruita l una o l’altra espressione di 
R„, se si riconosce che questa tende a zero per » infinito, si ottiene lo svi- 
luppo di f(x) in serie che procede secondo le potenze di x — a: 


Cd rg) ETA li: 


f()=fa+ fa + 


In particolare, per a=0, si ricade sullo sviluppo (7); ma noi possiamo ora, 
ponendo a=0 in (9), scrivere con maggior precisione e generalità, anche 
quando f(x) non è spediti mediante una serie di potenze, 


at 


api OE 


f(@)=/(0)+710+, LEO se 
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PE (n) pe n-1 (n) 
R= pf Oa) o Riz 97/00). 
Questa è la formola di Mac- Laurin. Siamo così giunti a possedere nel- 
l'esame di R,, per n infinito, un mezzo per poter giudicare, volta per volta, 
se lo sviluppo (7) è legittimo. 


14. Osservazione. Non si creda che basti la convergenza delle serie di Tay- 


` lor o di Mac-Laurin perchè i corrispondenti sviluppi siano legittimi. Può ben 


darsi, per esempio, che la serie (7) sia convergente, ma non rappresenti f (æ). Bi- 
sogna infatti notare che R, non é il resto della serie, ma è semplicemente 
la differenza tra f(x) e la somma dei primi x termini della serie (7), e però 
nulla impedisce che tenda, per x infinito, ad un limite g(@), non costantemente 
uguale a zero, nel qual caso la serie rappresenterebbe, non /(@), ma f(æ)— g(a). 
Naturalmente, siccome lo sviluppo di f(x) —g(x) non può aver luogo se non nel- 
l’unico modo indicato dalla (7), la g(x) non è una funzione qualunque, ma è 
tale che deve per æ= 0 annuilarsi insieme a tutte le sue derivate; ed è appunto 
quest’obbligo di soddisfare ad infinite condizioni che rende assai difficile l’esistenza 
di siffatte funzioni g. Tuttavia se ne ha un esempio semplice nella funzione con- 


LA 
tinua g(x) =e *, necessariamente uguale a zero per a=0. Prima si osservi, 
richiamando un precedente risultato (II, 31, a), che 
it RO) ERST TAFE 


—limaTe = limz? e 7 = 0 . 


a=0 z=0 


g(0)= 


È poi facile dimostrare che, se per 2=0 è nulla la funzione g, anche g°*" è 
uguale a zero. Infatti le successive derivazioni di g, per azo, conducono a ri- 
sultati della forma 


— A 
PAR N gl 
e però 


O+ 


g®'(0)=limY Aa (ati) o AYAM e 2 —0. 


so 


15. Esercizii. Premettiamo un’osservazione, che in parecchi casi riesce utile. 
Abbiamo detto che per esser sicuri della legittimità dello sviluppo (7) è indispen- 
sabile constatare, non che la serie converge, ma che R, tende a zero. Orbene, 
sempre che si riesce ad assicurarsi che la derivata n°, pur crescendo n all'in- 
finito, si conserva finita nell’ intervallo (0,%), quella condizione è soddisfatta, è 
lo sviluppo è legittimo. Per dimostrar ciò, poichè il valore assoluto di f™(0x) non 
può, crescendo n, superare un certo numero, basta far vedere che œ”:n! tende 
a zero; ed effettivamente dall’eguaglianza 


n n-i 


x a x 
n! (n—l)! n 
si deduce subito che il primo membro finisce per decrescere sempre in valore as- 


soluto, appenachè n supera |æ|, e però tende ad un limite /; poi si ha, pren- 
dendo i limiti dei due membri, 1=2.0=0. 
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a) La derivata n°" di f(a)=e” è f"(x)= e”, funzione finita in ogni 
intervallo, qualunque sia 2 (giacchè non dipende da n). E dunque inutile esa- 
minare l’espressione di R,, perchè si è sicuri a priori, in virtù dell’ ultima os- 
servazione, che R,, tende a zero. Intanto si ha vale e conseguentemente 


e” = ii +7 +; ii s 3 ‘10000 
qualunque sia x. In modo analogo si ottengono gli sviluppi seguenti: 
Sl a PO 
csgl==. pn esse j A E 


b) Per f(x) =ezcosa cos(afsena) e g(x) = esa sen (asena) è noto (II, 
12, c) che 


fæ) — excosacos(na + asen a) ` 9" (x) = excosasen (na + xsen a) ` 


e però 


a w? g? 
exccosacos(2 sen a) ian 1+- cosa -L 19 00824 + 12, 123008944. 
pi 2 a? 
e7cosasen (xsena) =- sena + pasen 2a + 123 senZa | e... + 


Queste formole includono le precedenti per a=0 ed a='/ym. Si trovano poi 
glì sviluppi di e”cosæ e di e’sena facendo a=!/,; ece. 

c) Per sviluppare in serie la funzione y =arctgx rammentiamoci (II, 
12, c) che la derivata °° è (n — 1)! cos"y sen n(Y-|-'/,7). Il resto nella serie 


n 


di Mac-Laurin, sotto la forma data da Lagrangia, è il prodotto di De per 
n 


una quantità che si conserva finita senza tendere a zero, e però tende a zero solo 
nel caso che il valore assoluto di 2 non superi l’unità. In questa ipotesi, osser- 


vando che fe) = (n —1)!sen e, la formola di Mac-Laurin dà 


+3 ad a? 


arctg æ = g — SHE He. 
d) Per f(a)=log(1+ «) si ottiene 
(n) n-i 
f@)=(—- yer — 1)! f (0) _(— Deo. È 


RR I e A” 
Quindi 
a? æ? RE ale 

fo nin ve dra ARIA +(— 1) “pt 

dove i 
Ci | "pi (—1)°'a"/1—0 
R = ai fre E erede 
n n Sei AN a eee Fa) 


Per 2> 1, come per DELT, possiamo dispensarci dall’ esaminare le espres- 
sioni del resto, giacchè si vede direttamente che in questi casi la serie non con- 


verge. Quando æ si suppone non maggiore di 1, ma positivo, il rapporto æ:(14-0x) 
è inferiore ad œ £1, e però la sua potenza n°" si conserva finita mentre — 
n 


tende a zero. Ne segue, adoperando la prima forma del resto, limR,=0. Invece 
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= DO — 
per æ maggiore di —1, ma negativo, si deve ricorrere alla seconda forma del 
resto, perchè la prima non lascia vedere come si comporta R, per n infinito. 
Ora, poichè i rapporti 1:(1-|- 02) ed (1 —9):(1 + 0x) si mantengono inferiori 
rispettivamente ad 1:(1-|-«) e ad 1, mentre x” tende a zero, è chiaro che, an- 


che in questo caso, limR,=0. Adunque nell’ intervallo (—1,1), escluso l'estre- 


mo inferiore, 
2 


‘Lr ri 
log(1 + æ) =x — 9 “e up Pica e E . 
Cambiando œ in — si ottiene lo sviluppo 
Pa dt 
—log(l— x)= E E DE a a A 


che vale nel medesimo intervallo, escluso l'estremo superiore; poi si giunge, som- 
mando, alla formola 
l lg 


miie IS 


3 5 T 
aE tE te, 


vera nell’ intervallo (—1,1), gli estremi esclusi. 

e) Quantunque costretti ad astenerci, in tutto questo corso, dal considerare 
numeri immaginarii, qui crediamo utile far notare le relazioni che l’uso di tali 
numeri stabilisce fra i varii simboli funzionali, più comunemente adoperati. Così, 
se si estende *) il significato di e” al caso d'un esponente immaginario, conve- 
nendo che la funzione continui ad essere rappresentata dal suo sviluppo in serie, 


si ottiene, dopo aver cambiato œw in iœ, ed avvertendo che #?=—1, 
ino a ix? wi ; 
He eaaa T RETI «..e= cosg + iseng . 


Nello stesso modo si trovano le relazioni 
. 1 æ —L . i n —X 
costa=— (e be) , sen iw = > (e'_e y 


Similmente, dopo aver notata l’ analogia fra lo sviluppo di arctga e la formola 
ottenuta in fine del precedente esercizio, si vede subito che 
l l+ ia 


arctg æ = — log —. 
5 Og Fatto 


In virtù di questa relazione, e delle altre che se ne possono dedurre per arcsena 
ed arccose, si suole, in analisi, considerare le funzioni circolari inverse come 
appartenenti alla classe delle funzioni logaritmiche. 

f) Quando non si rifugge dall'uso degli immaginarii, le formole precedenti 
ne possono fornire altre, interessantissime; ma i risultati ai quali si perviene con 
queste illecite applicazioni, alle variabili complesse, di formole stabilite non senza 
una certa difficoltà per le variabili reali, vanno sempre accolti con diffidenza; e 
per legittimarli occorre una verifica diretta, eseguita rimanendo nel campo dei 
numeri reali, a meno che non si voglia riprendere lo studio dei principii del Cal- 


> Per maggiori dettagli vedi « Analisi algebrica » p. 312. 


www.rcin.org.pl 


colo *), ponendosi fin dall’ inizio nel campo dei numeri complessi. Limitiamoci a 
far vedere come si possa utilizzare lo sviluppo di log(1-- x) per trovare le fun- 
zioni rappresentate dalle serie 


cosa + '/,c0822 + !/2c0832-|- +... |, seng- '/,5en22 +-!/2sen3r + ..... 


Se u e v sono queste funzioni, da 
œ . 
ET ; l 2 % 
ut iv =ġ7 enem og (Le) log(= +3 cot 9) 
1 


a 1l x À 
si deduce e“cosv =- sesno = = cotz; poi 


Queste formole valgono nell’ intervallo (0,27), esclusi gli estremi; ma il calcolo 
precedente nulla ci dice in proposito. Ai medesimi risultati si perviene, con un po’ 
più di rigore, ma in un intervallo troppo ristretto, sostituendo a cosna e senza 
le loro espressioni in funzione di cose e senx. Così, per esempio, se si fa uso 
della nota formola 


n(n — 1) (n — 2) 
ss LS. 


si trova, prendendo æ nell'intervallo ('/ T , */2©), 


n -3 
sen ng= -y Sena cos”! x sen?r. cos" w + eee, 


Deo, sena l sen. I —arct (ot£)= (m— 2) 
Lu EE E BA T E n Rira : 


Simili calcoli, quantunque non rigorosi, sono ammissibili come provvisorii mezzi 
d’investigazione: essi vengono spesso adoperati in segreto da molti che in palese 
li disprezzano, e che ignorano, forse, l’opinione di Leibnitz, di non doversi cioè 
« porre ostacolo con soverchia scerupolosità all'arte d’ inventare ». 

g) Molto importante è lo sviluppo di /(x)=(1-- x)”, già noto dall’ Alge- 
bra nel caso di m intero e positivo. Si trova subito 


Ha fa) =m(m—-1).....(m—n+1)(1+2)"-"; 
Apals o pelli 


m(m—1) (mm — 
via e 


>. 
VITI 


purchè x ed m sian tali che limR, = 0. Per abbreviare la discussione di R, 


n= 
vogliamo prima di tutto indagare per quali valori di x e di m converge la serie 
precedente. A questa, che si chiama serie binomiale, giova dar la forma 


ay — aX | ax? — AE? +-..... 


*) L'esposizione elementare, ed in pari tempo rigorosa, di tali principii, fatta nel modo che 
qui si accenna, si trova nel « Résumé du Cours d’ Analyse » di Mansion. Vedi anche i « Prin- 
cipes d’une théorie nouvelle des fonctions élémentaires d'une variable imaginaire » del me- 
desimo Autore (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1885-86). 
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ponendo 
SR a VU RAMON SRP (ie 
mal -Nė 5) rd Hi 


dove p=m-+1. Così, crescendo 7, i coefficienti a, finiscono per esser tutti dello 
stesso segno, perchè 


a n— p n= @ 


Ne segue subito (§9) che il raggio di convergenza è 1, dimodochè ci resta sol- 
tanto da esaminare le condizioni per la convergenza negli estremi dell’ intervallo 
(— 1,1). Nell’estremo inferiore la serie diventa a- 4, + 48H- ; e poichè 


ima ( 4 — 1) = lim Li 2A ="; 
nzo \n—p nzo Nn— p 

essa converge *) per m> 0 (ed anche per m= 0), ma diverge per m<0. Nel- 
l'estremo superiore la serie diventa a, 4, +, —..... , e però i suoi termini 
finiscono per essere a segni alternati. Ne segue che la serie non converge se si fi- 
nisce per avere a,24,_y: ciò accade per m<-—1. Essa converge invece per 
m>—1, perchè **) in tale ipotesi, oltre ad essere a, <4a,_, per n sufficien- 
temente grande, è lima,=0. Infatti, fissato y> m, si ha 


n= 


a, ( p p` p S E, l 1 
tt) tratta 
poi, ricordando ***) la divergenza della serie armonica, lim (a,:4,)=%, per n% in- 
finito; e finalmente lima,=0. Dunque, riassumendo, l'intervallo di convergenza 
della serie binomiale è (—1,1); ma bisogna escludere entrambi gli estremi 
se m non supera — l, ed ¿l solo estremo inferiore quando m, pur superan- 
do — 1, è negativo. Ciò premesso, dimostriamo che, crescendo» all’ infinito, il 
resto R, (da non confondere col resto della serie) tende a zero tutte le volte che 
la serie considerata è convergente. Prendiamo questo resto (in cui per comodo si 
cambia n in 2-1) sotto la forma datagli da Cauchy: 


m— sig RE 
Rp == maqi +00)" arene). 


a,=(1-7)(1-3)(1-2) NET (1-2), 


dimodochè + aœ” è il termine generale della serie binomiale, relativa all’espo- 
nente m— l, serie convergente per |æ|<1, qualunque sia m, ed anche per 
æ =— l ed m21, come per 2=1 ed mO. In tatti questi casi R,,, Si trova 
decomposto in tre fattori, dei quali il primo ed il terzo restano finiti (giacché 
1—9<1+-0x), ed il secondo tende a zero, come termine generale d’una serie 
convergente. Ci resta da esaminare soltanto i casi nei quali non è convergente la 
seconda serie, mentre converge la prima; e questi sono due, corrispondenti alle 


Si è posto 


*) « Analisi algebrica» p. 133-139. 
**) « Analisi algebrica » p. 128. 
+*+) « Analisi algebrica » p. 118. 
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l 


> (14 2)(1 +5)(1 +5) veti (1+ nb Itm(+3+g+-+7) i 


eg pr 


ipotesi v= —1 con 0S4m<1, ed =l con —1<m0. Messo da parte il 
caso ovvio m—=0, si vede, per æ == — l, che 


quindi lima, =0. Invece per x =1l si ha 
dec 1 
a,>l-m(1+1+4+.-+1), maso, 


e però bisogna adoperare l’altra forma del resto, cioè 1(1+-0)""a,: questa la- 
scia subito vedere che lim R,= 0. 


16. Altre utili applicazioni si possono fare della formola di Taylor al 
calcolo delle serie numeriche. Data una serie %, -Uta -+ tig + ..... a termini 
positivi decrescenti, immaginiamo una funzione f(x), che vada sempre de- 
crescendo, al crescere di x, assumendo per 2=1,2,8,..... i valori %,,%,, 
U3,--.; e supponiamo che della f(x) si conosca una funzione primitiva F(). 
Questa va sempre crescendo con v, perchè (II, 19) la sua derivata è positi- 
va, e però (I, 14) tende, per infinito, ad un limite finito o infinito. Intanto, 
se con « e B rappresentiamo certi due numeri degli intervalli (n—1,%) ed 
(n,w+1), si ha 


F(n)—F(n—1)=f(a) , F(n+1)—F(n)=f() , f(a)>u,> fB) ; 
quindi 
F(n+1)—F(1) <u, Hut ut. Hu, <F(n)—F(0) . 


Ne segue che la serie u, +u, +- u, |... è convergente o divergente, secondo 
che F(x) tende, per x infinito, ad un limite finito o all'infinito. Infatti, nel 
primo caso, la somma dei suoi primi n termini si mantiene, crescendo, in- 
feriore ad F(n)--F(0), che ammette, per ipotesi, un limite finito; nel se- 
condo caso la detta somma, sempre superiore ad F(a +1)—F(1), che cre- 
sce indefinitamente insieme ad n, deve a fortiori oltrepassare ogni limite. 
Questo notevole criterio di convergenza è dovuto a Cauchy. 


17. Ora la formola di Taylor ci offre il mezzo di addentrarci sempre | 
più nello studio della serie data, anche quando i termini non si seguono de- | 
crescendo. Prima di tutto vogliamo dimostrare il seguente teorema di Fra- | 
nel *): se, crescendo x all infinito, la derivata di f(x), supposta unica, 
tende a zero conservando un certo segno, e decrescendo in valore assoluto, 
l’espressione 

U, F Ua F Ug F eet Una H'an — į ECN) (10) 
tende, per n infinito, ad un limite finito l. Infatti a questa espressione si 
può sempre dar la forma v, +V + 034 ...+v, ponendo 


vy==F(n-1)-F()+'/a(f(n-1)+f(2)); 


+) « Intermédiaire des Mathématiciens » t. I, p. 234. 


WWw.rcin.org.pl 


i 
ì 
| 
ì 
| 


Me, p la 
e d’altra parte, se si applica la (9), adoperando la prima forma del resto, 
si ottiene 


d to 1 Ps 
P(n-)=Fa-)+3/@-)+3/@), 


P(n- =r- trO 


~ ~ 


dove æ e B rappresentano certi due numeri, presi rispettivamente nella 
metà inferiore e nella metà superiore dell’ intervallo (n —1,%). Ne segue 


subito, eguagliando fra loro i due precedenti valori di P(n-3), 
v, = — 'hf (a) +08) . 
Così v Hua tH 0H.. ci si presenta, almeno da un certo termine in poi, 


sotto la forma d’una serie a termini alternativamente positivi e negativi, che 

vanno decrescendo in valore assoluto, e tendono a zero. Dunque v,4-vabvsit. 

è una serie convergente, e la sua somma / rappresenta appunto il limite del- 

l’espressione (10). Ciò premesso, se si csserva che la somma Vp + Vansa tt +» 
resta sempre compresa fra 0.e — '/;f (n), si può scrivere 


ubutut += +31, (I) 


dove 0 è un numero dell’ intervallo (0,1). Questa formola è molto utile per 
la valutazione approssimata di talune somme; ma in ciascun caso converrà 
studiare direttamente ,,1 Una +- per ottenere una maggiore approssi- 
mazione. Del resto, nel caso generale, la formola di Taylor può fornire 
uguaglianze analoghe alla (11), sempre più precise; ed infatti basta pren- 
dere due soli termini di più, nella detta formola, per essere condotti a so- 


0 l 
» . rA Add sa LA A de +} À sz LI . . A e 
stituire 8 f(n) con jp! (a) © 190! (n), in (11), purchè le ipotesi già fatte 


per f” si trasportino ad f”. 


18. Esempii: a) Mediante il criterio di Cauchy, dimostrato nel $ 16, si 
riesce a constatare in modo assai rapido la divergenza delle serie, definite dai 


termini generali 
l l 1 


n? nlogn ’ nlognloglogn > °” 


Basta osservare che, per x infinito, queste funzioni tendono a zero decrescendo, 
e che ammettono le funzioni primitive 


logan , loglogn , logloglogn ,..... ; 


indefinitamente crescenti con n. Dal teorema di Franel, dimostrato nel $ 17, 
possiamo avere altre indicazioni sulle serie precedenti. Per esempio, esiste il nu- 


mero 
l 1 l 
lim (1 a bg +...47 logan) ; 
n= 4 ? 


‘ 


che si rappresenta abitualmente con C, e si chiama costante di Eulero, Per 
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Sie ME 
altre vie si riesce a calcolarne il valore: 0,5772156649015328..... Poi dalla (11) 
i l 
si possono avere, per ogni n, due valori della somma 1-} ppi PIN +—, ap- 
prossimati per difetto (0 = 1) e per eccesso (0 = 0). 
b) Se u ,=logn, si può prendere F(n)=nlogn —n, giacchè la deri- 
vata di «loge —w è log. Il numero 


lim (10g(2) — (1 E 3)108n-+1) 


esiste, in virtà del teorema di Franel, ed in seguito si vedrà che il suo valore è 
log 27. Ora dalla (11) già potremmo dedurre #!; ma per approssimarci mag- 
giormente al vero valore osserviamo che 
l n l ji 1 
ui EEA A REE a Oni N 
Pn 14 (n 3) rien 1} seni) ent"? 
d’onde 


RS E 
una 3 \(e— 1 ga) 2\n-1 n’ 


e per conseguenza 


j l 
vet (Uni “+ Unsa T Vars + "i .) Sam ? 


Si ottiene dunque log (7!) =(n A 3 )I0g1 —n pi ca logV/27, e finalmente, 


ricavando n!, si giunge all’ importante formola di dA ling: 
dui a nti 
1.2.3... n=|2mn.n"e is 


valutazione assintotica 
delle serie di potenze. 


19. Se il rapporto di due funzioni tende ad 1 quando la variabile indi- 
pendente cresce all’ infinito, o pure quando, nel tendere di questa ad un li- 
mite finito, le funzioni vanno crescendo oltre ogni limite, si dice che una 
delle funzioni è assintotica all'altra. Se, dopo aver trovata una funzione @,, 
assintotica ad una data f, si riesce a trovarne un’altra @,, assintotica ad 
f-%, poi un’altra 9,, assintotica ad f—9,— @,, e così via, si ottiene la 
rappresentazione assintotica della funzione data: f=9,4+-9,4+ 924. Que- 
sta eguaglianza va intesa in un senso convenzionale, come quella che rias- 
sume le seguenti, il cui senso preciso ci è noto: 


f@) _) n ORO] TORTO al) _y 
Po(@) Q,(%) Qa(&) 
Evidentemente le funzioni 9,94; Q250 sono tali, che il rapporto di cia- 
scuna alla precedente ha per limite 0, dimodochè, se nel costruire succes- 
sivamente le funzioni ọ si perviene ad una costante, le funzioni seguenti 
hanno tutte 0 per limite. Ora noi vogliamo specialmente occuparci delle 
funzioni rappresentabili mediante una serie di potenze in un intervallo fi- 
10 


, lim 
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(laatat: + aa) + laatat da) + (+-+ aa) + > 


2 Tee 

nito (—p,g). Già sappiamo che queste funzioni sono continue, ed anzi de- 
rivabili per |a|<p, ma ignoriamo ancora ciò che accade per r=tp; ed 
è appunto dal modo di comportarsi d'una serie negli estremi dell’ intervallo 
di convergenza che si può spesso trarre profitto per valutarne assintotica- 
mente la somma in prossimità degli estremi stessi. D'altra parte si vedrà 
che, in certe questioni, la conoscenza di siffatte espressioni assintotiche può 
tener luogo di quella della somma esatta, quasi sempre inaccessibile. 


20. Premettiamo il seguente teorema: se in un estremo dell intervallo di 
convergenza una serie di potenze è divergente, la funzione rappresentata 
dalla serie cresce oltre ogni limite quando la variabile indipendente tende 
dall interno dell intervallo verso l'estremo che si considera. Per fissar meglio 
le idee, e per semplificare le dimostrazioni, considereremo sempre l’estremo 
superiore p, e supporremo p= 1: ciò è lecito, perchè basta cambiare æ in 
px nella serie proposta per ridurre ad 1 il raggio di convergenza. Sia 


fa)=a, pag +a |..... s tatat..=®, 


cambiando, se occorre, i segni di tutti i coefficienti. Si tratta di far vedere 
che, dato un numero l, arbitrariamente grande, f(x) diventa e resta mag- 
giore di l, appena æ supera un certo numero, sufficientemente vicino ad 1. 
Preso 7 >, si approfitti della divergenza della serie a, + 4,4 @,-+... per 
determinare v in modo che, per n>v, la somma a+ at... +a, sia mag- 
giore di l’, e si osservi che, per x compreso fra 0 ed 1, 

y 


ossia 


(laa tate +4,) Lay Fayl + apt? + ea A 4 
Intanto il primo membro, moltiplicato per #”*!, non differisce da 


(a -Hat -Haa — (a H ag + -+H a) +f(£) - 


Dunque 
fa>a(l 2") tae-®)+..- tale aa, 


. Ora, fissato v, se si fa tendere x ad 1, il secondo membro tende ad l’, e 
però finisce per mantenersi superiore al dato numero 7</'; ed a fortiori si 
avrà f(x)>l. Dunque lim Ma). 


21. Se due serie di potenze, a coefficienti positivi, sono divergenti per 
uno stesso valore x=p, estremo del comune intervallo di convergenza, e se, 
crescendo n indefinitamente, il rapporto dei coefficienti n°" tende ad un limi- 
te, anche il rapporto delle funzioni rappresentate dalle due serie tende allo 
stesso limite quando x tende a p. È questo il teorema su cui si fonda la de- 
terminazione assintotica delle serie di potenze. Ridotto ad 1 il raggio di 
convergenza, se si osserva che le funzioni 


o(e)=a parta... » Ha) =d+ dr +00 + 
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1. pé 


— 75 — 
debbono, in virtù del teorema precedente, diventare infinite quando æ tende | 
ad 1, si vede che la proposizione enunciata è, per così dire, il teorema di \ 
l'Hospital (II, 29, 6) delle serie di potenze. Del resto si noti che, nel caso 
attuale, l'applicazione del teorema di Hospital non condurrebbe a nulla, \ 
perchè le derivate delle funzioni @ e % si presentano nuovamente sotto la 
forma di serie di potenze, divergenti per x= 1. Ciò premesso, supponiamo 
che, almeno a partire da un certo valore di n, i coefficienti a, e d, siano | 
positivi, ed ammettiamo l’esistenza, per n infinito, del limite Z. del loro | 
rapporto, dimodochè, dato arbitrariamente il numero positivo £, si possa | 
trovare un numero v, tale che per n> v sia sempre di. 


| - <: 9 
cioè a, compreso fra (f—e)d, ed (2---e)b,. Ne segue anche (per 2 > 0) 


Aya + Ay,gE+-G,,30° + aar A 
i By J- (E Tt- AET ia a Kisi 
D'altra parte, fissato v, poichè ẹ(x) e 4(x) oltrepassano ogni limite quan- 
do x tende ad 1, il rapporto 


tige: 


1l 
[oral li 
aE OE TE 


Pæ) Ays Ava F Aya T Fagat 1a 


tende ad 1. Dunque, per ogni numero positivo e, si potrà trovare alla si- 
nistra di 1 un intervallo sufticientemente piccolo, perchè si abbia 


g(x) 
p(s) 
per tutti i valori di æ, presi nel detto intervallo. Ne segue che, se si dà ar- 
bitrariamente il numero positivo n, si può, per gli stessi valori di 2, avere 


<" , e però inn, 


(M—-e)(1—-e)<-<(+0)(1+e) 


prendendo, per esempio, e = le = '/;n <l. 


22. Ora siamo in grado di completare ciò che si è detto circa la conti- 
nuità delle serie di potenze nell’ intervallo di convergenza, giacchè possiamo 
aggiungere che anche negli estremi, se in essi converge, la serie rappresenta 
una funzione continua. In altri termini: se in un estremo dell intervallo di 
convergenza una serie di potenze ha la somma l, la funzione rappresentata 
dalla serie tende ad l quando la variabile indipendente tende dall’ interno 
dell'intervallo verso l'estremo che si considera. Questo importante teorema, 
dovuto ad Abel, si trova già completato dal teorema del § 20. Sia 


aOc Si dea spam |..... , ata tate 
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Si può sempre supporre /> 0, perchè, se fosse /<0, basterebbe cambiare 


il segno a tutti i coefficienti, per ricadere nel caso precedente; e se fosse 
I=0 si potrebbe cambiare il valore di a). Ora si consideri la funzione 


pa) =a + (a +a) + la tH a Haa | + 


Poichè i coefficienti, almeno a partire da un certo termine, son tutti positivi, 
si può applicare il teorema del precedente paragrafo alla funzione 9 ed al- 
l’altra: t=14x+2?+..... Si ottiene 


lim(1 — 2)o(2)=lim(a, + a, +-+ +n) , cioè limf(a)=2. 


23. Osservazione. Non si creda che il teorema di Abel sia evidente. Si noti, 
infatti, che in esso si afferma l'eguaglianza fra i valori di due quantità, sostan - 
zialmente diverse nel significato: 


lim(a +a, +a +.) ’ lim (a +a Fee tan) - 


Inoltre il detto teorema ci dà come sicura l’esistenza del primo di questi limiti 
p 

quando esiste il secondo; ma può ben darsi che questo non esista quando esiste il 

primo. Eccone un esempio semplicissimo : 


lim -a+2"—..)=3 > lim(1-1+...2£1) non esiste. 
Del fiato per altre serie il teorema non regge, giacchè i numeri 
lim (ay), (0) +us(2) +-+) , limua) + u(a)+---+u,(a)) 
possono esistere entrambi, senza essere uguali. Per esempio 
lim((e—29)+(*—29)+(2"—29)+..)=1 , lim0+0+...+0)=0. 


24. Applicazioni ed esempii: a) Col teorema di Abel abbiamo acquistato 
quanto ancora ci mancava per arrivare, in modo assai più rapido, alla conoscenza 
completa di certi sviluppi in serie, evitando l’uso della formola di Mac-Laurin, 
Così, per isvolgere in serie di potenze log(1-|-@) ed arctga basta osservare che 
le derivate di queste funzioni sono 


l l 

— =l — Porri — 

l+x eTe EES. 

e-che le funzioni stesse si annullano per æ= 0 , per potere scrivere, in base alle 
sole indicazioni del § 10, 


=l parie : 


3 ad 


N° ® 
METOS Eta T È areiga=a— +7 EidA ' 


in ogni intervallo (—«&,&), con æ vicino quanto si vuole (ma inferiore) ad 1. Ora 
il teorema di Abel ci autorizza ad estendere gli ultimi risultati anche al caso di 
æ= 1l, subordinatamente alla sola condizione che le serie restino convergenti : ciò 
accade per 2=1 nella prima serie, e per œ = +1 nella seconda. Dunque 

T l 


1 1 1 
loge=t= E T preso : e a pe 


www.rcin.org.pl 


eyy SA 
b) In modo analogo si può determinare la somma della serie binomiale 
m(m— 1) m(m— Ll) (m —2) , 


f(a)=1+4 at a e ng... 


per tutti i valori di @ e di m, peri quali la serie stessa è convergente. Infatti 
si ha 


di ne Wo 


sii sich o (m_1)(m_2)(m—3) r : 
r@=m(1+9 anna -}- ti a 9, 3° A c...’ ) : 


poi, moltiplicando i due membri per 1-+-@, ed osservando che 


(m_1)(m_2)...(m_n+1) (m—-1)(m—-2)...(m—-n) _m(m_—-1)...(m_-n{1) 


(n—1)! u n! at n! 


si ottiene (14 a)f(2)=mf(«), ossia f'(x):f(e)=m:(14 «). Il primo mem- 
bro è visibilmente la derivata di log/(x), il secondo è la derivata di m log(14-@), 
e però queste funzioni possono differire solo per una costante, la quale, del resto, 
è nulla, perchè tali sono, per 2=0, le due funzioni. Dunque f(2)=(1+ œ)”. 

c) Due esempii di sviluppi assintotici, nel caso d'una variabile intera, cre- 
scente all’infinito, ci sono già noti dal $ 18: 


l 1l 1l 
1 D Aa ERROR ar A 
log (n!) = nlogn —n + 1/ logn + log Var -+ .reos 


Dal secondo è facile dedurre una proprietà, utile a ricordare per l’uso che spesso 


i l 
è assintotico ad ——. 


ne faremo: il coefficiente di x" nello sviluppo di 
PP 


Infatti si ha l— e mn 
0-40" 
1.3.5...(2a—1) _ 1.2.3...2n (2n)! e o fg. 


2.4.6...2n = 16. Bn Pa enr ii ; 
in virtù della formola di Stirling; ossia 


1.3.5. (nD yz 1 


li — i dita 
nzo  2,4,6...2n Va 
d) Ora vogliamo utilizzare il teorema del $ 21 per valutare assintotica- 
mente la funzione f(a)=x4+a'4+ a +..... , manifestamente divergente per 
x=1, ma convergente a sinistra di 1. Prima consideriamo la funzione 
o(a)=[V1]e+[V2]2+[V3]2+-+[Val® t ; 


legata ad f(x) dalla relazione evidente (1—@)g(a)=/(x), e paragoniamola 


all'altra da 3.5 3.5.7 


3 
(1-2) letta Lo Cai See da 
in cui il coefficiente di œ” è 
3.5.7...(2n+1) __ 1.3.5.: (2n—1) 2n +1 oV” 
N ADE ee 0 ANR E S 
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SAI, pe 
Il limite del rapporto dei coefficienti di æ” nelle due serie ha dunque il valore 


Vaim EVE 


Ne segue, in virtù del teorema invocato, 


iii rie Vr, 
e=l s2. e=1 A 
EN y © (1-2) * 
e però si può scrivere l'eguaglianza 
T 
a 4 c? ns —— 
o + g i, © F la 1 — x > 


assintoticamente vera a sinistra di 1. Proseguendo il calcolo si può giungere ad 
ottenere nel secondo membro, senza gravi difficoltà, l’espressione più approssimata 


l T l l 

N CE RT N e tre: 

Al medesimo risultato si perviene direttamente quando si conosce una certa pro- 
prietà *) di /(«), che noi qui proponiamo come esercizio al lettore, quantunque 
non si sappia stabilire con mezzi elementari, quali son quelli di cui attualmente 
disponiamo: 

4 


se 4 

l l\' l kea PART a 
(F+o+ot+o+ EE (087) =(5 Hota e E (05) : 
I numeri æ ed æ’, presi fra 0 ed l, si suppongono vincolati dalla relazione 


l 
log — lg =". In virtù di questa æ’ tende a zero quando « tende ad 1, nella 


quale ipotesi si ottiene subito 


lim (x-a aot.. WTa= al) vira imp/ =F ='/ Vz i 


log si 
°a 


e) La serie f(a)=a—a'14a°—-..... non converge per x= 1, ma ciò 
non toglie che la sua somma possa tendere ad un limite quando œ tende ad 1 
crescendo. Per trovare questo limite si osservi che nella serie 


Te PERE R E E E E +... eH at at p a + IP 


il coefficiente di. a” è a,=1 o a,=0, secondo che il massimo intero contenuto 
in Vn, ossia v=[ n ], è dispari o pari. Un calcolo facile dà 
atastatita CE (+++); 
poi, osservando che 0S% puo, si ottiene 
ho dii: Mi he R DT n_-v ž l 


n+1 Jeee a 


*) Cauchy: « Mémoire sur la théorie des nombres » (1830, p. 614). 
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== 7 


Ciò premesso, basta paragonare la serie 


(e) =a, + (a, +a) + (a, 4-a |a) 2? He 
con 
l 
ga EE ENEIT EA 
per vedere che si ha lim (1 — g gle) = RA . Del resto (1 — æ)’ g(x) = f(2). 
Dunque P 
lim (x — at F x° — x'e $ da te yandi 


~ 


f) Data a valutare la funzione f (£) =æ -+ t/a pt +... , conviene 
considerare le serie 
Ai 
x 


ge) = : 


Piy F to + 


, vosy 
nelle quali i coefficienti di œ” sono 
l 1 l Il l l 
tatg tety o 143+3+e4+7. 
continuando a rappresentare con v il massimo intero contenuto in V7. Il limite 


del rapporto di questi coefficienti è lim (logv:logn) =, e però f(x) è assin- 


l 1 4 ; 
totica ad 5198 i . Per andare più oltre si consideri la funzione 
æ cn 


l 1 
f(z) — 0g 12g at tantam? + sessi y 
in cui 
1 
atat. eta Sl Spi ialt +--+ 7)= «cr log + «gus 
e conseguentemente a, + a, + a,-{..... =!/,C; quindi, in virtù del teorema di 
Abel, 
‘ l l l 
lim (f(x) — 5 lg; )=50 
Al primo membro si può dare un’altra forma osservando che, per œ tendente 
ad 1, : 
l 
log pa log = 


1 l 
lim log -— = log lim Z 0 , cioè lim (loglog -+10g; 23) 
— L —x es 


Possiamo dunque scrivere, a sinistra dell'unità, l eguaglianza assintotica *) 
l 
24-'/1044+-'/22°+...=— "h loglog — -+ */C 
g) La funzione f(a) 14/0 + We 3ta... prende per 2«=1 


il valore finito 147! 4-27! +347!L..... quando p è negativo, ed invece cre- 
sce indefinitamente a sinistra di 1 nel caso opposto, cioè per p20. Siccome si sa 


che f(a)=—log(1—) per p=0, ci resta da esaminare ciò che avviene nel 


*) Sonin: « Sur les polyn6mes de Bernoulli » (Giornale di Crelle, t, 116, p. 147). 
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= WAS 
caso di p positivo. Qui bisogna richiamare *) la definizione della funzione gamma 
(1) = ES 
HI nz pF 1)(p-p 2) pF) 


ed è utile ricordare, EA ci avverrà di servircene in seguito, la proprietà 
rp) =r 1) , 

in virtù della quale, essendo I(1)—=1, è pure F(p-++1)=p! quando p è intero. 
Inoltre 


l 2.4.6...2n LE Va 
PIE iA z SIT P(1+3 3)= 1.3.5.. (2p — 1) Ga 


Tornando alla questione, se si paragona f(œ) con 


È (p+1 1)(p+ 22) ps 
(1-2) "=14È s+ oR ri iu )(p z? -4+ 
EEN 
si vede subito che il rapporto dei coefficienti di æ” tende appunto a F(p), per # 
infinito, e però 
lim(1°%x +24 382 EPET G ET y a E 


Discussione delle funzioni. 


25. Fra le più importanti applicazioni della formola di Taylor è la ri- 
cerca dei minimi e dei massimi delle funzioni. Già si è visto (II, 21) che, se 
per z= la funzione f(x), a derivata unica f'(x), passa per un minimo 
o per un massimo, è f'(a)=0. Ora supponiamo che a annulli le successive 
derivate di f(x), fino alla n°* esclusa, o, come si suol dire, che a sia una 
radice multipla di f'(x), dell'ordine n— 1. Dalla formola di Taylor, pre- 
sa sotto la prima forma ($ 11), si deduce 


ra= + EZE a e) 

Quando æ tende ad a, la quantità “ parentesi tende ad f™(a), e però 
f(x)— f(a) finisce per assumere e conservare il segno di (v — a'f ™(a). 
Questo segno varia con quello di x—a se n è dispari, ma resta invariato 
e coincide col segno di f™(a) se m è pari. Ne segue che nel primo caso non 
si ha nè minimo nè massimo, e nel secondo si ha certamente un minimo o 
un massimo. In altri termini: è valori di x che rendono minima o massima 
una funzione di x sono le radici semplici della derivata, e le radici multi- 
ple di ordine dispari. Secondo che il valore di f™(a) è positivo o negativo 
si ha un minimo o un massimo (nel caso di » pari), o si può affermare che 
la funzione è crescente o decrescente (quando » è dispari). S'intende che in 
tutto ciò si suppone unica questa derivata n°", altrimenti, come si vedrà, 
può ben darsi che la proposizione enunciata cada in fallo. 


*) « Analisi algebrica » p. 484. 
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26. Esercizii: a) Fra i rettangoli che hanno un dato perimetro, il quadrato 
è quello che racchiude l’area massima. Infatti, se æ è la lunghezza d’ un lato, e 
2a quella del perimetro, l’area è misurata dal numero y= «(a— x). Intanto la 
derivata prima y =a—2& si annulla per #='/,@, e poichè la derivata se- 
conda è negativa, sì vede che per x=!/,@ la funzione y raggiunge il valore 
massimo '/,a*. Similmente, fra tutti i rettangoli che racchiudono un’area a°, il 
quadrato è quello che ha il minimo perimetro. Infatti , se x è la lunghezza d’un 


} | MIT, a+: TRI 
lato, e 2y quella del perimetro, si ha y=x+—,y=1—-,y =—-. La 
prima derivata si annulla per æ =a e per x= — a; per questi valori è y">0, 


y” <0, rispettivamente, e però la funzione ammette un minimo 2a ed un mas- 
simo —24; ma soltanto il primo risponde alla questione geometrica, perchè que- 
sta richiede che sia € > 0. 

5) Con un foglio rettangolare proponiamoci di costruire una scatola di vo- 
lume massimo, tagliando via dagli angoli quattro quadrati uguali. Se a e è sono 
le dimensioni del foglio, ed æ l'altezza che si vuol dare alla scatola, il volume di 
questa è misurato dal numero 


y = z(a — 2x) (5 — 2x1) = abx —2(a -+ bja? 4-42? . 
Ponendo uguale a zero la derivata y = ab — 4(a + b)æ + 12%*, si ottiene 
a Mde (a+stVa—ab+8) } 


La derivata seconda y"= — 4(44-5)-+-24x diventa t4Va? — ab +8? Per ave- 
re il massimo di y bisogna dunque ritenere il segno —, si deve cioè prendere 
a='/ (a+ b— Vat —ab+ 8°), valore sempre compreso fra t/a ed */,b. Del 
resto l’altra soluzione è illusoria, perchè dà un valore superiore alla metà della 
più piccola dimensione. i, 

c) Se si vuol discutere la funzione y =æ” nell'intervallo (0,00), si co- 
minci dal notare che, quando œ tende a zero, basta porre «=1:, e far poi cre- 
scere z all'infinito, per trovare y=1:s°,limy=0. Per =l è y=1, e per 
x crescente all'infinito la funzione tende a riprendere (II, 31,a) il valore 1. Si 
capisce dunque che, quando œ varia da 1 all’ infinito, la funzione deve passare 
per un minimo o per un massimo, ed è facile prevedere che si ha un massimo, 
giacchè y> 1 per 25.1. Per accertarsene si osservi che la derivata 


dts 
y=a” (1—logz), 


positiva per æ <e, diventa negativa per «> e, e però la funzione, prima cre- 
scente, decresce poi. Essa raggiunge dunque per œ =e il massimo valore 


1: 
e° =1,444667..... 


Se si vuol constatare mediante l'esame di y” che la funzione passa effettivamente 
per un massimo, e non per un minimo, si osservi che 


2 
a 1—loga |. yy =y 3—-2loex 
da L= ——;=— si deduce A a =— 
yY g yY a 
L d_s 
Ora, facendo «=e,y=e°,y=0, si ottiene y = — e° < ciò basta per asse- 


pd 


a 
rire che e° è il massimo valore di 4”. 
ll 
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d) Proponiamoci di trovare le basi dei sistemi di logaritmi, nei quali può 
esistere un logaritmo uguale al numero corrispondente. Sia a la base incognita, 
e si cerchi se la funzione y =æ — Logæ può annullarsi. È manifesto che, per x 
positivo e sufficientemente piccolo, come per x abbastanza grande, y è positivo. 
Affinchè questa funzione possa annullarsi occorre dunque e basta che il suo mi- 
nimo valore sia negativo o nullo. Questo minimo è determinato dall’equazione 


ga piene tor) | BE. 
x 


e per convincersi che si tratta realmente d’un minimo, e non d'un massimo, basta 
riflettere che per w < Loge la funzione decresce, per cominciare poi a crescere a 
partire da æ = Loge. Il minimo valore di y è dunque 


Loge — Log Loge == Log en 
08 


Perchè questo valore sia negativo o nullo è necessario che si abbia e < Loge, cioè 
1 1 
successivamente, 1 < Loge , aLe". 

e) Vogliamo dimostrare che, nell’ellisse, la distanza del centro ad una nor- 
male qualunque non supera la differenza dei semi-assi. All’ equazione dell’ ellisse 
6°x* + a*y° = a?6* si può soddisfare ponendo a=a4cosg,y=Bdseng, dove ọ 
varia da 0 a 27. Il coefficiente angolare della tangente (II, 13) si ottiene deri- 
vando l’equazione della curva: 


bx bcoso 
ba 4 ayy = Vai oe o S “e 
Li Mede PERA ay asen g 
Dunque l'equazione della normale è 
aseng 
= ss da urg 
y seno AN (x — acosg) , 


cioè, riducendo, arseng — by cosọ = (a? — b’ )sen ọcosọ; e però la distanza di 
questa retta al centro è 
(a° — b°)seng coso — 


Va?sen?9 + b?cos? o i 


ponendone uguale a zero la derivata rispetto a @ si ottiene 


h= 


(a*sen"@ + b* cos” g) (cos* p — sen? 9) — (a? — d*)sen*gcos'p=0 , 


cioè a°sen'g — -d* cos" g= 0, d'onde, limitandoci a considerare il primo quadran- 
te, tgg=b:a; poi, per questo valore di @, 


b A WE 
sén ọ = 305 AA cosp= | aa LA dii 
e finalmente a?sen?g + b? cos? ọ = ab, h=a — b. 

f) Si può dimostrare che la luce impiega il minor tempo possibile quando 
passa da un punto ad un altro attraverso due mezzi omogenei, separati da un pia- 
no. Siano infatti a e b le distanze dei punti, che si considerano nei due mezzi, al 
piano di separazione; sia @ l'angolo d'incidenza, + l'angolo di rifrazione, nv e v 
le velocità della luce nei due mezzi; e si osservi che il tempo impiegato nel pas- 
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saggio da un punto all’altro è 


ER 
v \ncosg  cosù 


Gli angoli 9 e sono fra loro vincolati mediante la relazione 


atgg-|+btgd= costante, 


dalla quale, derivando rispetto a @, si deduce 


a by' 
cos°p cos” 
Intanto si ha 
Ha l fessi bsen y yj ea 
~ v \ncosg ` cos fe nvcosg 3 


e si vede che dev'essere seng:seng=n perchè # si annulli. È questa appunto 
la notissima legge di rifrazione, scoperta da Cartesio, e presentata da Fermat 
e da Leibnitz come un caso particolare della legge universale di risparmio, 
che presiede alle manifestazioni di tutti i fenomeni naturali, anche di quelli che 
più sembrano ribelli alle investigazioni matematiche *). 

g) Nelle questioni geometriche accade talvolta che il minimo (o il massi- 
mo) di cui si va in cerca sia relativo (II, 20) ad un certo intervallo, in cui la va- 
riabile indipendente è obbligata a rimanere per le condizioni stesse del problema; 
ed allora può ben darsi che la derivata non si annulli, e che, per conseguenza, la 
ricerca riesca infruttuosa. Bisogna pertanto, ogni volta che la variabile indipen- 
dente non può uscire da un determinato intervallo, aver cura di scegliere altri- 
menti tale variabile, o pure indagare direttamente se per avventura negli estremi 
non si verifichi un minimo o un massimo, che potrebbe rispondere alla questione 
proposta, ‘quantunque non sia minimo o massimo nel senso assoluto. Un esempio 
semplicissimo ci si presenta nella ricerca della minima o massima fra le corde di 
un circolo, che hanno un estremo fisso A, ed un altro mobile M. È chiaro 4a 
priori che si ha il minimo »=0 quando M coincide con A, ed il massimo r=2@ 
quando M coincide col punto B, diametralmente opposto ad A sulla circonferen- 
za. Se si prende AB come asse delle ascisse, ed A come origine, si ha 7° =2az , 
poi rr =a, esi vede che r' non si annulla nè in A nè in B. Ciò si deve al fatto 
che la variabilità di œ è limitata all’ intervallo (0,2a), e che il minimo ed il 
massimo cercati avvengono proprio negli estremi. Se invece si prende come va- 


riabile indipendente l’angolo 6=MAB, si ha r—=2acos0, r = —2asen0, e si 
trova il solo massimo "= 2a, corrispondente a 9=0. Ciò si spiega osservando 
che 6 varia soltanto nell’ intervallo (—'/,,'/,7), negli estremi del quale si ve- 
rifica il minimo »r—=0, relativo all'intervallo stesso, mentre il massimo r= 24 
avviene per 0=0, cioè per un valore che cade nell’ interno del predetto inter- 
vallo. Questo massimo è dunque tale anche nel senso assoluto, e però 7° deve an- 
nullarsi. Sparisce ogni difficoltà se il punto A si sposta, per esempio, verso B, 
arrivando alla distanza è dal centro, nel qual caso si ha r* — 28rcos6 + 8° — a?; 
poi derivando, e ponendo »' = 0, si ottiene send = 0, cioè 0=0 ed r—=a+5,. 


*) Leggi, in proposito, l'interessante capitolo sulla direzione del movimento nei « Premiers 
principes» di Spencer. 
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ss ee 
o0—r ed r=a— b. Una nuova derivazione dà 
brcosì o Tblat8) _ 


b 
i iui ie N S 
* = beosì—r  +5—(atbò) "a conii 


e così si vede che a+ d è il massimo, a— b il minimo valore di r. 
h) Sia ọ(x) una funzione continua intorno ad œ =0, ma discontinua di 
prima specie per «=0: sia 9(-0)<0,@(4-0)>0. Per esempio si può pren- 


41 i 
dere ọ(x) = (e — 1): (e7 + 1), osservando che g(x0) = 1. La funzione 
f(@)=@°9(x) non ha, per #—=0, nè minimo nè massimo, perchè intorno allo 
zero la funzione @(@), continua, ha il segno di æ, e però altrettanto si può dire 
di f(x), che per conseguenza è crescente tanto a sinistra quanto a destra dello 


zero. Intanto 
f(a) —f(0) 
g 


f'(0)= lim =limeg(e)=0 . 


Analogamente /"(0) può non esistere; ma, nel caso opposto, si ha 


seri ma 1) (10) 
f'(0)=lim 5 


ezio e=t0 


ila Wi sia Rs 
=2lim == =2lim o(2)=29(+0)20. 


In tutti i casi si può affermare che non è /"(0)=0. Adunque per x=0 è nulla 
la derivata prima di f(x), ma non la derivata seconda, eppure f(0) non è né 
un minimo né un massimo di f(x). Ciò si spiega osservando che la derivata se- 
conda non è unica. 

ï) Discutiamo, per finire, il modo di variare della funzione T(@) quando œ 
va da 0 all’infinito. Richiamata ($ 24, g) la definizione 


ti nin 
Vr Die eten) 


ci converrà farne uso prendendo i logaritmi dei due membri: 
logIa)=Y(elogn—(2—1)log(a-1)—log(e-+n—1)). 
1 


Derivando si ottiene 


la) A n 1 
Cze log — — —_-, 
r(e) x (10675; (creo È 
con l avvertenza di porre 0 al posto di log0; ed in particolare ($ 18, &), per 
a=1, si trova 


L'M=Y (log de 3) = tim (1 +3+3+-+-lea)=-0 ; 


n — 


Quindi i 

(æ) ji; l 1 1 l l 
est dilata . 

Il secondo membro cresce con æ, e poichè per æ =l e per @=2 prende i va- 

lori 0<C ed 1> ©, diventa uguale a C una volta sola: ciò avviene per un 

certo valore 2==$, compreso fra 1 e 2, radice unica di l'(x). Siccome si ha 


l(e)<0 o ["(#)>0 secondo che æ <É o æ> È, si vede che T(«) è prima de- 
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crescente, poi crescente, e però T(E) è il minimo valore di T(@). Alla medesima 
conclusione si perviene osservando che 


I) 1 1 

ce catecateizi 

né) E EFD EFI 
Il valore della radice $, già isolata nell'intervallo (1,2), si ottiene applicando 
i noti *) metodi di approssimazione. Un calcolo facile dà 

&—=1,4616321..... , TÉ) =0,8856032..... 


Quando æ varia da $ all'infinito, la funzione, crescendo sempre, oltrepassa ogni 
limite, giacchè T (~ --1)2[x]! Essa cresce anche quando æ va invece decre- 
scendo da È verso zero; e cresce indefinitamente, perchè 


lim al (x)= limT (x-4 HYST, 


; n RR l i 
In altri termini, per æ tendente a zero, T(@) è assintotica ad —; anzi, se si os- 
x 
serva che 


lim (ro S )= tim MEP I imer). 


eo 


l 
si può scrivere Rf 0, assintoticamente; ecc. Alla formola completa si 


perviene più rapidamente svolgendo I'(@-+ 1) in serie di potenze, e dividendo poi 
tutto per æ. 


F'ormole d’interpolazione. 


27. Costruire una funzione y =f (x), tale che ai valori %,,%2,%3,-.... 
della variabile indipendente corrispondano dati valori Y,1%23%31---+- della 
funzione, tale cioè che si abbia f(£,) =y; s f(%2)=%2:f(£3) Ya... : que- 


sto è il problema dell’ interpolazione, problema naturalmente indetermina- 
to, in generale. Nondimeno, se si vuole che y sia una funzione intera, di 
grado inferiore ad n, basterà prescrivere n coppie di valori corrispondenti 
perchè la funzione sia pienamente determinata. È infatti nota fin dagli ele- 
menti dell’Algebra l’identità necessaria fra due polinomii, uguali per valori 
della variabile, in numero superiore al grado dei polinomii stessi. Simil- 
mente, quando lim x,=0, il problema è determinato se si vuole che la fun- 


zione sia sviluppabile in serie di potenze; e può anche darsi che in questa 
forma non ammetta soluzione. Infatti, supposte esistenti due siffatte funzio- 
ni, la loro differenza a, + a£ H a2? |..... deve annullarsi per infiniti va- 
lori di x, tendenti a zero, e per conseguenza, in virtù della continuità, deve 
annullarsi per x= 0. Ne segue a,=0; ed osservando che anche a,-a3t+ 
agr+..... è annullata dai medesimi valori di 2, si trova analogamente 
a,=0, poi a,=0, ecc., vale a dire che le due funzioni coincidono. È poi 


+) « Analisi algebrica » p. 419. 
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evidente che, sei numeri Y;, Ya, Yass... sono dati a caso, è ben difficile che 
la funzione cercata esista, giacchè occorre, prima di tutto, che, nel crescere 
di n all'infinito, i predetti numeri tendano ad un limite finito. 


28. Funzioni interpolari. L'espressione 


La Tg 


fla 


si chiama funzione interpolare del primo ordine. Quella del secondo ordine è 


f(2, , æ,)— f(z, È) Lg) 


FD ds Dx) w, — e, 


Così proseguendo si arriva alla funzione interpolare dell’ordine n —2, e si 
definisce quella dell’ordine n—1 scrivendo 


PIPE IPA IRC ABOVE: SEAN TRE La) 


[Carr Dy Egy oee y Da) = 


Pani AA 
Tutte queste funzioni si possono A AER amoni mediante i numeri 
dall Warfare. Infatti si ha 
PER 4 JP 2A ia 
f(2,, 03) = = Ene * v — o, , fht, n Sl AN 


poi, sottraendo e dividendo per £, — %,, 


EA SARA VO AMELIE DD RE D e NES 
A e: = (z, e N EA a (@ a — w) (ta — a 3) (cad) (L3 — La) 
È facile intuire il risultato generale 


ETAS D AAA D 
(2p 2) (2p La). (On Aai) ; 
che si verifica col solito procedimento. Questa formola, dovuta ad Ampère, 
mostra che ogni funzione interpolare è funzione simmetrica delle variabili 

da cui dipende. 


f(2,-%33 3 0,) = PLN Eny 


(&) — a, (%,— 2).. TT — r Ly) 


29. Formola di Newton. La definizione delle funzioni interpolari 
ci dà subito le uguaglianze 


fæ) =f la) tH (e—a) læ 2) , 
fla , g) = f(z; ’ La) 2e (e — 2) f (2 s33 x) , 
ATE pa bi siii, 


ii CPI I Lan- dna La LirLg yes an STA PESA 


dalle quali, moltiplicando la seconda per #—2,, la terza per (r—z,)(£—%,), 
ecc., la (n— 1)" per (r-2,)(r—%,)...(C —%,_2), e sommando, si deduce 


fæ) =f) + (@ af ‘Va + (e — x) (8 — La) f (81, Lg LT 
+ (2-2) — Ta). (8 — 2na) fl E, 3 Layee Laa 2) > (12) 
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Ora, se si vuole che f(x) sia un polinomio di grado n—1 (0 eventualmente 
di grado inferiore), si osservi che, in questa ipotesi, f(2) —f(,) è divisi- 
bile per «—,, perchè si annulla per #=,. Ne segue che f(x, 2) è un 
polinomio del grado n—2, e poichè questo polinomio deve prendere il va- 
lore f(£,,2,) quando si fa «=, la differenza /(2,,4) —f(,,%3) è divi- 
sibile per *— x, e però f(£,;%,,£) è un polinomio del grado n—3; ece. 
Continuando si riconosce che f(2,,%,,...,4,_1:%) è una costante, dimodo- 
chè si ha 


fieri von po) fa; EA E 
poi, sostituendo in (12), 
f@)=f(2)+—-2)f( , 8) 4 (2 — 2) (8 — TflE Ear E) He 
+(e—2)(et—%,).... — Ena) fl Lar Laser Tn) - (13) 


Questa è la formola di Newton, mediante la quale si può sempre costruire 
l’unico polinomio, di grado inferiore ad n, che prende i valori prescritti y,, 
Ya,:++:Y, in corrispondenza dei valori %,,,,...,7, di x. Il grado del poli- 
nomio, generalmente uguale ad n— 1, può riuscire più basso, ed effettiva- 
mente ciò avviene tutte le volte che i numeri y sono dati in modo che la fun- 
zione f(2,,%,,...,%,) risulta uguale a zero. 


30. Formola di Lagrangia. Per far comparire esplicitamente, nel 
secondo membro di (18), i numeri Y,,%2:---1%,; basta fare uso della for- 
mola di Ampère, dimostrata nel $ 28. Prima si osservi che, essendo ogni 
funzione interpolare esprimibile in forma lineare ed omogenea delle y, an- 
che f(x) ha questa forma, vale a dire che si può scrivere 


fæ) =Y AE) + Yafa(@) + Yale) +04 Ynfa(2) - (14) 


Ciò premesso, la funzione f (x) si determina subito, mercè la formola di 
Ampère, dopo avere osservato che soltanto l’ultimo termine di (13) con- 
tiene y,. Basterà poi cambiare , in qualunque æ, per ottenere, in virtù 
della simmetria, l’espressione di /,(2): 


TO ana Api ORE (orali Zon): dai. . (15) 
(e, 2) (2, — La) E (2, — Tya). (Ey Ly). (2, — Cn) 

La formola (14), in cui le f, hanno il significato (15), è la formola di La- 
grangia. Questa si può, del resto, stabilire direttamente, osservando che, 
se si vuol tentare la risoluzione del problema con un'espressione della for- 
ma (14), occorre che f(x) sia un polinomio di grado inferiore ad n, che 
diventi uguale ad 1 per #=%,, ed invece si annulli per ogni 2 = 2, 2 y. 
Evidentemente un tal polinomio non può avere un'espressione diversa dalla 
(15). Trovata così una funzione intera f(x), che risponde alla questione, 
già sappiamo che non può esisterne un’altra, a meno che il suo grado non 
raggiunga o superi n. | 
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31. Il secondo membro di (13) rappresenta una funzione che prende i 
valori prescritti y,=f(%,),%=f(%2),---1v4=f(%,) quando ad v si attri- 
buiscono i valori x, %»,-..,7,. La differenza fra il primo ed il secondo 
membro è una funzione R,(), che si riduce identicamente a zero sol quan- 
do f sia quella particolare funzione intera, di grado inferiore ad n, che 
viene individuata dalle precedenti condizioni; ma, in generale, di R,() si 
può dire soltanto che ammette le radici £, , £a, ..., Zn. Supponiamo questi 
numeri già disposti in ordine crescente, ed osserviamo che la derivata R',(2) 
deve annullarsi (II, 22) per »—1 valori di x, presi rispettivamente negli 
intervalli (2, , La) , (22,23); -.-:(%,_1,%,). Similmente R” (x) si annulla per 


n—2 valori di 7, certamente compresi fra x, ed ,; ecc. Finalmente Ra) 
deve annullarsi per un numero &, appartenente all'intervallo (x, ,«,). In- 
tanto si ha 

(n—1) 


R, (@)=f" aya gasa a. 
rO 

(a-1)!" 

Questo teorema è assai utile in certe questioni geometriche. Si noti che, se 
Xi, X23- , X, tendono simultaneamente ad a, anche $ tende ad a; quindi, 
ammessa la continuità di f(x) per «=a, 

e fa) 
~ (n —=1)! 
Tornando ad R,, osserviamo che dalla (12), dopo aver cambiato n in n+1, 
risulta 


Dunque 


f(1,:%9,...,0,)= (16) 


(17) 


limf (<, $ T3 90009 Cn) 


R,=(0—2)(0—23)...(e-2,)/(%,,%4,::-,2,:2) ; 
quindi, indicando con É un numero medio fra x,,X,,--.,Xx, ed x, 
fl) 


R, = (& — x4) (8 — 23) - . (8 — 2a) STEN (18) 


Così la formola di Newton, in cui si aggiunga questa espressione di R, al 
secondo membro, ci si presenta come un’estensione della formola di Taylor 
(S 12) completata col resto di Lagrangia, ed in virtù di (17) si riduce ef- 
fettivamente a quest’ultima formola quando 2, , £a, ... 14, si fanno tendere 
simultaneamente verso un limite a. 


32. Applicazioni: a) La proprietà (17) ci mette in grado di rispondere alla 
questione accennata in fine del $ 27, ci permette cioè di trovare quella funzione 
f(«), sviluppabile in serie di potenze, che prende valori assegnati a priori cor- 
rispondentemente ai valori @,, £3, @3,..... di æ, tendenti a zero. Siano n,n”, 


"nr 


n” ,... numeri qualunque, differenti tra loro e maggiori di n: se i numeri 
lim f(x) S lim f (2, KE POE lim f(s, ARE 198 ESV P R 


esistono, la funzione cercata è f (£) =a, + aw -H aa? +... 
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b) Il calcolo del logaritmo volgare (cioè in base 10) d’un numero qualun- 
que si può sempre ridurre al calcolo del logaritmo d’un numero grande quanto si 
vuole, moltiplicando, se occorre, il dato numero per una potenza di 10. Vogliamo 
far vedere che, quando le tavole di cui si dispone sono ad 2 decimali, basta ren- 


dere il numero œ (di cui si vuol calcolare il logaritmo) maggiore di rol], per 
poter fare uso della nota regola 
v+1 


Log æ = Logyv + (æ — v) Log VERRI. 


dove v rappresenta il massimo intero contenuto in æ. Infatti, se si applica la for- 
mola di Newton, completata col resto (18), alla funzione Loga, prendendo 
%,=YV,%,=Yv-|1, si ottiene appunto la precedente uguaglianza, col secondo 
membro aumentato di 


m 
ta gah i a a t 
Ora osserviamo che (æ —v)(v -+ 1 — æ), prodotto di due fattori, la cui somma 
l 
è 1, non può ($ 26, a) superare PA e ricordiamoci (I, 20,c) che m <3: Ne 


segue subito che, entro i limiti di approssimazione, fra i quali sono stati eseguiti 
i calcoli, R è trascurabile, perchè 


l l 8a l 
VET "10 

c) Se le æ e le corrispondenti y si considerano come coordinate di punti 
d'una curva, la funzione interpolare del primo ordine rappresenta il coefficiente 
angolare d’una corda M,M,. Immaginiamo presi M, ed M, in prossimità del 
punto M, corrispondente all’ascissa a, e facciamoli tendere ad M. Se la derivata 
Y' è continua per æ=a, l'eguaglianza (17) dà *) 

lim fa), 
Py fg 

e ci dice che la tangente in M è la posizione limite di tutte le secanti M,M,, 

mentre la definizione della tangente non ci permette di affermare ciò se non quan- 

do un estremo della corda si trova già fissato in M. 

d) Anche la funzione interpolare del secondo ordine ha un semplicissimo 
significato geometrico. Si sa infatti dalla Geometria analitica che l’area del trian- 
golo M,M,M,, nell’ipotasi che i vertici siano incontrati in quest'ordine stesso da 
un punto che percorre il perimetro lasciando il triangolo alla sua sinistra, è 


o='/a|1 2, Yı |='/(£3 — 83) (La — w1) (84 — La) f (E1, La La) - 
l x, Ya 
l a Va 


Ora, data la curva y = f(x), supponiamo continua e diversa da zero, per ~ =a 
la derivata seconda f(x), e determiniamo (I, 23) intorno ad æ un intervallo 

*) Questa eguaglianza si potrebbe assumere come definizione della derivata, e con ciò si 
avrebbero certi vantaggi, indicati da Peano in Mathesis (1892, p.12). 


12 
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nel quale f”(æ) conservi il segno di f” (a). Agli estremi d'un tale intervallo cor- 
rispondono sulla curva due punti P e Q, ed in virtù di (16), per tre punti qua- 
lunque M, , M3, M, presi sull'arco PQ, è chiaro che f (æ, ®,%,) ha il segno 
di f”(a). Ciò premesso, dopo aver fissato M, , si prenda M, alla destra di M,, 
in modo cioè che sia #,>%,, e si scelga M, in guisa che un punto mobile, arri- 
vato da M, in M,, debba voltare a sinistra se vuol proseguire per M,. In que- 
ste condizioni o sarà positivo, e però (x, — «,)(@, — x) avrà il segno di f” (a), 
cioè f”(a) è positivo o negativo secondo che x, sta fuori o 
dentro l'intervallo (#,,,). intanto è facile riconoscere che il 
{ punto M, deve star fuori dell’ arco M,M,, o deve invece ca- 
AS dere nell'interno di tale arco, secondo che questo è convesso o 
PA concavo verso la parte inferiore della figura. Ne segue che 
Pa f (a) è positivo nel primo caso, negativo nel secondo. Si vede 
così che il segno di f(x) può servire a riconoscere, lungo la curva y = f (æ), 
quali archi (convenientemente piccoli) volgono in su la loro concavità (/"> 0), 
quali invece la volgono in giù (/"<0). 

e) Quando, nelle circostanze indicate, i punti M, , M,,M, tendono simulta- 
neamente a confondersi col punto fisso M(x = a), anche il circolo circoscritto al 
triangolo M,M,M, tende a confondersi con un circolo fisso, che si chiama circolo 
osculatore alla curva, in M, per ragioni che in seguito appariranno più chiare, 
Per dimostrare l’esistenza del suddetto circolo limite basta far vedere che il cen- 
tro del circolo M,M,M, tende a collocarsi sopra una retta fissa, e che il raggio 
tende ad un limite p. Intanto è noto dagli elementi della Geometria che la lun- 
ghezza di questo raggio si ottiene dividendo per 40 il prodotto 7,7,/3 delle lun- 
ghezze dei lati del triangolo M, M,M,. D'altra parte, se con @,, 92,93 si rappre- 
sentano le inclinazioni dei lati stessi sull'asse delle æ, si ha 


E (Xa — La) (Va — 21) (2, — L) = lyla l3 COSG, osp, COSG + 


Ne segue, osservando che questi tre angoli tendono all’analogo angolo @, relativo 
al punto fisso M, e ricordando la proprietà (17), 


1l Li 
GET (o, Ca Lg) COS P, cos gg COSG = f (a) cos’ E , 


dove tgo =f (a). Dunque keri 
ER aaa 
UT PMR 

Questa lunghezza, molto importante per lo studio delle curve, si chiama raggio 
di curvatura. Si noti, per finire, che il centro del circolo M, M,M, si trova co- 
stantemente sulla perpendicolare elevata ad M,M,, nel punto di mezzo, e poichè 
nel tendere di M, ed M, ad M la retta M,M, tende alla tangente in M, è chiaro 
che la suddetta perpendicolare tende invece a confondersi con la normale, d'onde 
segue che il circolo osculatore in qualunque punto d’ una curva sta fra quelli che 
toccano la curva nel punto che si considera. 
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Decomrposizione delle funzioni razionali 
in somme di frazioni semplici. 


33. Una funzione razionale si può *) sempre porre sotto forma di quo- 
ziente di due funzioni intere f(2):g(x), prime tra loro. Inoltre, immagi- 
nando già estratta la parte intera di questo quoziente, è lecito supporre il 
grado di f inferiore a quello di g. Data g(x) = (æ — x,) (x — £a)... (& — £,„), 
con radici tutte semplici, si rappresenti f mediante la formola d’ interpola- 
zione di Lagrangia. Prima si osservi che nell'espressione (15) il numera- 
tore ed il denominatore valgono rispettivamente 


g(a):e-e) , I()Z20. 


Ne segue 
yr=] AT ge) _ agla) sia S A>; . (19) 
o gle) vo) Ly PACA 
quindi, sostituendo in de 
PACI SIRIO OR Rata (20) 


ga) «—-a,' a—, LC La 


Così la funzione data si trova decomposta in una somma di frazioni sempli- 
ci. Si vedrà nella terza parte del corso quale sia l'utilità di questa decom- 
posizione. 


34. Poniamoci ora nel caso generale: sia 


glo) = (x — a) (s — p)... = æ — aj o(s) , 
dimodochè g(a)20. Identicamente 
AGI M A L o on 


e) Ea | (eagla) | 
qualunque sia @,; ma questo numero si può fissare in modo che f—a,ọ rie- 
sca divisibile per v— a, per la qual cosa occorre che sia f(a)— a,g(a)=0, 


cioè 


f(a) fa) ~ 


—=——i—ry!- 


ola) g(a) 2 a 


r 


Allora, chiamati f, e g, i quozienti di f-—a,ọ e di g per x—a, si ha 
f(x) = Ay fi(æ) 
glx) (e— a) | Ie)” 
e si è condotti a decomporre la frazione f,:9,, più semplice di f:9 perchè 
l'ordine di a, come radice del denominatore, si trova abbassato ad r— 1. 
Immaginando ripetute le considerazioni precedenti si può senz'altro scrivere 
f,(#) re Qypi h(x) 
E ri En A i) 
Ie) (eta) I2) 


*) Vedi, per esempio, il « Corso di Analisi algebrica » di Capelli e Garbieri, p. 418. 
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fila) _f(a)—a,9(a) r! i 
PEREAT AEETI AS A S OAA TAN (/ (a) — 
o(a) o(a) g (a) 
e così di seguito, finchè si giunge a 
Baam o PC) 
Jal) o—a ghae) 
dove g,(#), ossia ọ(x), non ha più la radice a. Passando ora a considerare 
la radice 8, poi le altre, successivamente, si vede che si perverrà finalmente 
alla formola 


dove 


fla) RL) 
rtl 9a) }' 


f(@) _ A, ti de te A, 
gle) ea (a—a) T (e a)” 
b, ba b, 
tgp Eolo alt aie ’ 
che include (20) per r=s=...==1, come la legge (19) per la formazione 


dei coefficienti è inclusa in (21). Gli altri coefficienti, nel caso generale, sono 
dati da formole sempre più complicate *); ma di queste, come della (21), si 
fa raramente uso nella pratica del calcolo, dove, una volta che si è riusciti 
a constatare la possibilità di porre la frazione sotto la forma precedente- 
mente ottenuta, si ricorre di preferenza al metodo dei coefficienti indeter- 
minati. 


35. Ordinariamente la frazione data ha i coefficienti reali; ed è conve- 
niente, per ragioni che potremo intendere in seguito, decomporla in frazioni 
semplici, che siano anch'esse a coefficienti reali. Con questo scopo i fattori 
lineari di g, corrispondenti a due radici immaginarie conjugate aŒ iĝ, si 
lasciano accoppiati nel prodotto x° 4 px +9, che si considera come deno- 
minatore d’una frazione semplice. Per calcolarne il numeratore applichiamo 
la formola (19) ricordandoci **) che i numeri ottenuti sostituendo in f:g' 
una volta v=a-+iß, ed un’altra *=a«—<B, sono conjugati. Se li rappre- 
sentiamo con A-+ ip e XA—7p, le radici considerate daranno luogo, nella 
formola (20), alla somma 


X4- ip KIE __axtd 
e—(a+iB)' a—(a—iB) aF pety’ 
in cui a e b sono, come p e q, numeri reali. Se, per esempio, g ammette 
soltanto radici immaginarie semplici, si potrà scrivere, invece di (20), 

CAPIRE SS, ic BIN VANO cl 0 DON RE A cc 
glx) a°+patg, a +P20+9%a 4 pat In" 
supponendo g(x)=(x°-p,2-4-q,)(2*4p.c-+93).--(£2*-+p,c4-9,). Ora, pas- 
sando al caso delle radici multiple, supponiamo g(e)= (2° 4+pzx +q) (x), 


+) « Analisi algebrica » p. 495. 
++) « Analisi algebrica » p. 346. 
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ed osserviamo che nell’ identità 


fa) _ arto, f(2)-(ar+b)g(a) 


gla) (+ pa +9) tetra toe) 


si può disporre delle costanti a e b in guisa che f—(az-{-0)9 riesca divi- 


sibile per £* + px + g: basta mettere A -+ ira al posto di az +b, dopo 
aver calcolato AŒ ip =f(ati;8):9(a-t<8). Proseguendo in tal modo, come 
nel paragrafo precedente, si vede che ogni coppia di radici immaginarie con- 
jugate, multiple dell'ordine r, dà luogo, nella decomposizione di /:g in fra- 
zioni semplici, ad una somma di questa forma: 


a,x+D, Agr Fb, A 
æ +p +q ji (2° +per +9) cnr 


ba a 
(2° + pa +g) ` 


IV. FUNZIONI DI PIÙ VARIABILI. 


Prime nozioni. 


1. Immaginiamo n variabili 2,Y,2,..., indipendenti fra loro, cioè tali 
che il valore attribuito ad una non menomi in alcun modo la libertà d'im- 
porre ad un’altra qualsiasi quel valore che più ci piace. L'insieme dei siste- 
mi di valori che ad esse possono attribuirsi costituisce un campo ad n di- 
mensioni , di cui è caso particolare, per n=1, ciò che abbiamo precedente- 
mente chiamato intervallo. Se ad ogni sistema di valori delle n variabili, 
appartenente ad un certo campo, si fa, con un criterio qualunque, corri- 
spondere un numero, l'insieme di questi numeri costituisce una funzione 
delle n variabili, definita in quel campo, e si rappresenta con f(2,Y,2,...). 
Si suole anche dire che la funzione è definita per ogni punto del campo, in- 
tendendo per punto niente altro che un sistema di n valori particolari qua- 
lunque, attribuiti alle variabili indipendenti. Le proprietà dimostrate nel 
primo capitolo, per le funzioni d'una variabile, si estendono facilmente alle 
funzioni di più variabili. 


2. Continuità. Quando alle variabili indipendenti si attribuiscono gli 
incrementi dx,dy,..., ne risulta per la funzione l’ incremento 
Of=f(2+8x,y4+dy,...)-f(0,4Y,...) . 


Si dice che la funzione è continua se, col far tendere simultaneamente a 
zero gli incrementi ðv, ðy,..., senza porre tra loro alcun legame, df tende 
sempre a zero. Fissati i valori di #—1 variabili, f può riguardarsi come 
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funzione della rimanente variabile, ed è chiaro che, quando è continua ri- 
spetto al sistema delle variabili, la funzione è continua rispetto a ciascuna 
di esse; ma non bisogna credere che la reciproca sia vera, vale a dire che la 
continuità di f(#,Y,...) consista semplicemente nella continuità rispetto 
ad x,y,..., variabili separatamente. Per convincersi che una funzione può 
essere discontinua, malgrado che sia continua rispetto a ciascuna delle va- 
riabili da cui dipende, basta considerare, per esempio, una funzione delle 
coordinate cartesiane d’un punto, la quale abbia il valore 1 sugli assi, e sia 
nulla in ogni altro punto. Una simile funzione è manifestamente discontinua 
nell'origine, sebbene sia continua rispetto a ciascuna variabile, quando l’al- 
tra si pone uguale a zero. Basta il semplice cambiamento del valore 1 in 0, 
nell'origine, perchè in questo punto la funzione perda la continuità rispetto 
alle variabili considerate separatamente; eppure si può dire, malgrado ciò, 
che la nuova funzione è infinitamente meno discontinua dell’antica. 


3. Derivate parziali. Quando la f si considera come funzione della 
sola æ, o della sola y, e così via, le sue derivate successive si dicono derivate 
parziali rispetto ad x, ad y,..., e si rappresentano con ff, +fx,>fxy > 


f".,... Per esempio, nel caso di due variabili indipendenti, si ha, dopo aver 


ya?" 
fissati arbitrariamente æ ed y, 


f(2+h,y)—[(#,9) 


. f(c, h)-f(®, 
) e eia E E 


h 


poi da f’ si deducono analogamente f’, ed ha come da i si deducono 


4 


f.(0,9)=lim 


fyn ed f’, ; ece. Perchè esistano le derivate parziali occorre, naturalmente, 


che la funzione sia continua rispettc a ciascuna variabile, ma non è neces- 
saria la continuità nel senso complessivo, dichiarato nel precedente para- 
grafo. Ora vogliamo dimostrare che, nella ricerca delle derivate parziali suc- 
cessive, l’ordine in cui si eseguono le derivazioni non influisce sul risultato, 
purchè le funzioni che successivamente si ottengono siano continue. Possia- 
mo evidentemente limitarci al caso di due sole derivazioni, e far vedere che 
la derivata di f‘, rispetto ad y non differisce dalla derivata di f; rispetto 


ad x, tutte le volte che le funzioni fornite dalla derivazione, ossia fa ed 
f,» Sono continue. Attribuiti ad x e ad y gli incrementi $a=4,dy=%, si 


consideri l’espressione 


R=f(@+h,y+4)—f(@+h,y)-f@,Y+k)+f(2,9) . 


Scritta nel seguente modo 


R=(f(æt+ h, y +k) — fl +h,y))— (fl, y +k) fley), 


essa rappresenta l'incremento che subisce la funzione f(£,y44)—f(2:7). 
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ME se 
quando, lasciando costanti y e k, si passa dal valore æ al valore x+h; e 


però, se si applica il teorema di Lagrangia (II, 25) alla predetta funzione 
di x, si ottiene 


R=h(f"(2+02,y4+%)—f(2+04,y)), 


per un conveniente numero 0, compreso fra 0 ed 1. Ora ci troviamo in pre- 
senza dell’incremento che subisce f'(2- 04, y) quando, fissato 2 +- 9%, si 


attribuisce ad y l'incremento %. Ne segue, in virtù del medesimo teorema, 
applicato, questa volta, ad una funzione della sola y, 


R=ħkf! (æ +0h, y + 0k) , 
dove 6' è compreso fra 0 ed 1. Dunque, se la funzione fz, è continua nel 


punto (x,y), il suo valore in questo punto rappresenta, per k e % tendenti 
a zero, il limite del quoziente R:4%. Prendendo invece R sotto la forma 


R=(f(e+h,y+A)—f(0,y+4))—(f(e+%,0)-f(@,9)), 
si riesce a dimostrare che il detto limite è uguale al valore di f,,, nel punto 


che si considera, purchè *) nel punto stesso questa funzione sia continua. 
Dunque foy = Tv" 


4. Funzioni composte. Se in y=f(u,v,w,..) le variabili U,V, W,» 
non sono indipendenti, ma sono invece funzioni d'una stessa variabile indi- 
pendente æ, anche y è funzione della sola #, quantunque apparisca fun- 
zione di più variabili. In tal caso si dice che y è una funzione composta, ed 
%,0,w,... sono le funzioni componenti. Dimostriamo che, se le derivate par- 
ziali prime di f sono continue, e se esistono le derivate prime delle funzioni 
componenti, la derivata della funzione è uguale alla somma delle derivate 
parziali, ottenute applicando la regola per la derivazione delle funzioni di 
funzioni. S'intende che le derivate parziali di f rispetto alle variabili «, 
v,w,... si calcolano trattando queste come indipendenti. Possiamo, per sem- 
plicità, limitarci a dimostrare il teorema nel caso di due sole funzioni com- 
ponenti. Corrispondentemente all’ incremento dz siano 4 e k gli incrementi 
delle funzioni u e v. L'incremento di y è òy =f (u +h , v+ k) — f(u, v). 
Intanto si ha, in virtù del teorema di Lagrangia, 


flu +h, v)— f(u, v) =ħf (u+ 0h, v) , 
flut h, v+ k)— flu +h, v) = kf (u+ h, v 40k). 


Ne segue, sommando e dividendo per dz, 
Dy ÒU, dv, data 
3a pale + 0,9) +3 fot, 040 Bi 


*) Qui, veramente, si suppone troppo. Le condizioni per poter affermare l'eguaglianza f” = 


sono state ridotte al minimo da Peano in Mathesis (1890, p. 153). AR 
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2 DE — 
poi, passando ai limiti, e tenendo presenti le ipotesi fatte, 


y =u f(u v) +f (uv). (1) 


5. Osservazioni: a) Il teorema evidentemente sussiste anche quando una 
sola delle derivate parziali è discontinua, purchè sia continua rispetto alla corri- 
spondente variabile; 

b) La regola (1) include come casi particolari tutte le regole di derivazione 
precedentemente dimostrate. Se, per esempio, si ha y=%-|-v,uv,u:v, ECC., 
si ha pure, rispettivamente, 


ela (1) dà 


y=w+v , vut uv , ariaa dl DUI 


c) Inoltre la regola (1) permette di ottenere direttamente le derivate di 
certe funzioni, per le quali si è dovuto precedentemente ricorrere a particolari ar- 
tificii. Così, per calcolare la derivata di y=«°, basta considerare successivamente 
come sola variabile la œ base o la æ esponente, derivare e sommare i risultati, 
dimodochè si ha subito 


y=a.a7'+ae”loga=a”(1+loga). 


Più generalmente, se w e v sono funzioni di œ, la derivata di y =u” è 


$ 


— L bj r u' r | 
y=vu'.u + uv logu=u" (v La logu) x 


6. Omogeneità. La funzione f(4,Y,2,...) si dice omogenea, di grado 
m, se si ha identicamente 
Pioo:;tvte.-. Oa (2) 
Per esempio ax?-| 2bxy -+ cy? è funzione omogenea del secondo grado. Sono 


omogenee, dei gradi 0 — 1, rispettivamente, le funzioni 


19) 
& 


= A AN 

DR SI yorprraviT ) (ea) 

smania — — ’ Y ba Va + æ æ , Smee hà 

= rie * + + *# ` x+y+z ? 
ecc. Si noti che le derivate parziali prime d’una funzione omogenea, di gra- 
do m, sono funzioni omogenee di grado m—1. Infatti, derivando (2) ri- 
spetto ad x, poi dividendo per #, viene appunto l'eguaglianza 

fto ,ty,t2,...)=t[(0,Y,8,-».) ’ 


che differisce dalla (2) solo per il cambiamento di f in ff, e di m in m+1. 


7. Teorema di Eulero. La somma delle derivate parziali prime di 
una funzione omogenea, moltiplicate per le rispettive variabili, è identica- 
mente uguale al prodotto della funzione per il suo grado. 
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EAN SI 
Dalla (2) si deduce 


Silta, ty tayo) Ey) (3) 


Derivando rispetto a #, dopo aver fissati arbitrariamente 2,Y,2,..... SÌ 
ottiene 


l r 
alente, ty 5...) HYRE tyra) H) allte ty, )=0 5 (4) 
quindi, per f=1, 
WLL, Y re) + fe yy) b. 


Questo è il teorema di Eulero. Ora osserviamo che, sostituendo ad #,y, 
2,..., nell’ultima uguaglianza, rispettivamente tæ,ty,tz,..., e dividendo 
tutto per #”**', si ricostituisce l'eguaglianza (4), la quale ci dice che la de- 
rivata del primo membro di (3), rispetto a #, è uguale a zero, cioè che que- 
sto primo membro è indipendente da #, ed è perciò sempre uguale al valore 
che si ottiene facendo t= 1. Si ricade così sulla (2), vale a dire sulla de- 
finizione stessa dell’omogeneità. Dunque ¿l teorema di Eulero caratterizza 
le funzioni omogenee. 


8. Derivazione dei determinanti: a) Come applicazione della regola (1) con- 
sideriamo il primo dei determinanti 


y=|%, v, %, è AORE NE 
Us Va Wa Gg Py Si 
Uz V3 W3 | ag Öz C3 


supponendo che l’altro sia il reciproco di y. La derivata parziale di y rispetto ad 
un suo elemento è uguale al corrispondente complemento algebrico. Infatti si ha, 
per esempio, yY = 4,%, + 43%, -j 4303; ed il solo termine che contiene u, è ayuy. 
Inoltre æ, è indipendente da «,. Dunque Vu = dv Se poi tutti gli elementi sono 
funzioni d'una stessa variabile x, il determinante y rappresenta una funzione 
di æ, la cui derivata è, in virtù di (1), 


ya tag + AU aH 8,04 aV at dava +-+ COH 030, . 


Oltre l'ipotesi che gli elementi del determinante siano funzioni derivabili, non ne 
occorrono altre, giacchè le derivate parziali di y sono ‘continue, come somme di 
prodotti di funzioni continue. All’ultimo risultato si può dar la forma seguente: 


, 


— y Ai I , 
y=|u,vwvt|uv, w|t|% v w,|. (5) 

U, V, Va Da va Wa U Va Wi 

sal. Bei Bi Ugo Wa: 3 ii LA 


Questa è la regola per la derivazione d'una funzione di x, data sotto forma di 
determinante: essa vale, evidentemente, per determinanti di qualunque ordine. 


13 
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5) La regola (5) può talvolta servire per calcolare il valore d’un deter- 
minante. Sia, per esempio, 


y=|a+a, x x SETA, 
a æ+ a, x a 
| x A æ+ ag a 
| 
a n ER OR Sp 
|a i e+a, 


La derivata y” è la somma di n? determinanti: in v di essi esiste una colonna 
di zeri, mentre negli altri compariscono due colonne di elementi uguali ad 1, di- 
modochè son tutti nulli. Dunque, successivamente, y'=0,y'=a,y=a2-+d, 
dove le costanti a e b si determinano osservando che è è il valore di y per w=0 
(d'onde segue subito 8—a,4,4,...4,), ed a è il valore di y', che si calcola fa- 
cilmente per e=0: 


ri 0 LOST] 1 0. Aha, Adi 
Kia, O i "000 A ORE > das Lal 
PO #10 "RIO PE ACT, TE GOG D OEN UN tO 
OE E a WE A UE EE U a EAR RE EEFI r 


Si vede che a è la somma dei prodotti n —1 ad n —1 dei numeri a, ,03,...,4 
Dunque 


n° 


l l 1l 1 
p=(+ +++) . 


c) Sono particolarmente importanti, in certe applicazioni, i determinanti 
wronskiani, i quali hanno la prima colonna costituita da funzioni qualunque di 
una variabile x, mentre le colonne seguenti sono formate dalle successive deri- 
vate delle medesime funzioni. Il calcolo delle derivate di tali determinanti si può 
eseguire assai rapidamente mercè la regola (5). Per esempio, | 


da y=|u wu u' | si deduce y=]uw u"|, 
' rr + trr | 
vv AG e SA 
w w' w” w w w” 


cosicchè, per derivare un determinante wronskiano qualunque, dell'ordine n, ba- 
sta sostituire alle derivate (2 —1)”"° delle funzioni le derivate 7°". Similmente 
si ottiene 


u u” u” -+ u u' ul $ J w u” Tud -+-2 u u” ul + u uw uY 
bei vo oY vini e vv’ oY vv v 
w w” w” w w wY w w w” w w” w w w wY 


9. Proprietà dei wronskiani. Per l’uso che ne faremo in seguito 
conviene qui dimostrare una proprietà importantissima dei determinanti 


Www.rcin.org.pl 


, eco, 


GI 


wronskiani. Se per brevità si rappresenta con (u,v,w,...) il determinante 
wronskiano delle » funzioni %,%,w%,..., bisogna prima far vedere che si ha *) 


(fr. tv fo ne (6) 


Questa proprietà, che ha tanta analogia di forma con la proprietà caratte- 
ristica delle funzioni omogenee, si dimostra subito costruendo il determi- 
nante wronskiano delle funzioni tu , tv ,tw,..., ed osservando che nella se- 
conda colonna si possono sopprimere i termini contenenti t, perchè propor- 
zionali agli elementi della prima colonna; poi, nella terza, è lecito soppri- 
mere i termini che contengono #" o #', perchè rispettivamente proporzionali 
agli elementi della prima o della seconda colonna; ecc. Si finisce così per 
trovare il determinante (u, v,w,...) con tutti gli elementi moltiplicati per 
t, cioè appunto il secondo membro di (6). Ciò premesso, vogliamo dimostrare 
il seguente teorema: affinchè due 0 più funzioni siano linearmente indipen- 
denti occorre e basta che il loro wronskiano non sia nullo. Prima bisogna 
sapere che due o più funzioni si dicono indipendenti linearmente quando 
non sono tra loro vincolate con una relazione lineare ed omogenea, a coeffi- 
cienti costanti. In altri termini le funzioni %,v,w,... non sono linearmente 
indipendenti se esistono n costanti a ,0, c,..., non tutte nulle, tali che si 
abbia identicamente 


au|+bv|cew-|-...=0 . (7) 


Quando ciò accade è chiaro che, essendo anche 
au + b0'4+ew-|...=0 , au'+bv'4+cw'+...=0,....., 


è necessario, per la compatibilità fra queste uguaglianze, considerate come 
equazioni lineari ed omogenee nelle incognite @,b,c,..., che si abbia 
(u,v, w ,...)=0. Ciò che maggiormente importa dimostrare è che, recipro- 
camente, se questo determinante è identicamente nullo, tra le funzioni %, 
v,w,... intercede un vincolo (7). Prima si noti che, per n=1, l'eguaglianza 
(7) esprime appunto l’annullarsi di (u)=u. Ne segue che per dimostrare **) 
il teorema, si può, ammettendolo per meno di n, far vedere che sussiste per 
n funzioni. Se fosse u=0, la relazione (7) sarebbe manifestamente vera 
per a=1,db=c=...=0. Supponiamo dunque che non sia identicamente 
u=0, ed osserviamo, ricordando il teorema (6), che 


nf Dial L Y 
E pp. 10.;;..) ee (1,2,2,,.)=u (SE) 3 


ma l’ultimo wronskiano è dell ordine n— 1, e però dal suo annullamento 


si può trarre la conclusione (2) + c(2) +...=0, con d,c,... costanti 


*) Neuberg, Mathesis, 1894, p. 165. 
**)Demoulin, Mathesis, 1897, p. 62. 
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non tutte nulle. Ne segue che DHe.. ha un valore costante, che 


si può chiamare — a, e finalmente si vede che le n funzioni sono legate da 
una relazione (7). 


Minimi e massimi. 


10. Le formole di Taylor e di Mac-Laurin si estendono assai facil- 
mente alle funzioni di più variabili. Fissato un punto (a,d,c,...), ed in vi- 
cinanza di esso un altro punto (#,y,2,...), entrambi appartenenti a quel 
campo in cui è definita la funzione f(2,y,2,...); si ponga 


ucatit(e—-a) , v=b+i(ly—b) , w=c4t(2—-c),..., 


e si consideri f(w,v,w,...) come funzione dell’ unica variabile #. La deri- 
vata prima di questa funzione F() si calcola facilmente mercè la regola (1), 
dopo avere osservato che, rispetto all’unica variabile #, si ha w=gs— a, 
v=y—b,w=2z—c,... In tal modo si ottiene 


F)=(1—-a)f(u,0,..)+(y—Df(4,0,..)+(5—0)f(4,0..) + 
Una nuova derivazione dà 
F" (t) =(@ —a) fo (6, V, .-) an aA (U TEED E ni Cia A CRITO E 
+HUAx—a) (y —b)f z (UV, sw) +2(2 —a) (z —e)f (u,v...) +H 2y — b)(z— °)f'. (Un 
Così proseguendo si riconosce che si può scrivere simbolicamente 
P= ((@— afi (u,v, ) +y — bN (0) +, 
convenendo di sostituire ad ogni prodotto f; f; f;..., nello sviluppo della 
n°" potenza, la derivata fa calcolata nel punto (w,v,...), che coincide 


con (a,d,c,...) 0 con (£,Y,#,...) secondo che si fa #=0 o #= 1. Ciò pre- 
messo, basta portare le espressioni di F, F',F",... nella formola di Mac- 
Laurin 
, " rtt 1 n 
F(1)= F(0) + F'(0) + '/4E"(0) +'&P"(0)+.--+P"0) 


per trovare 


f(@,y,...)=f(a,b,...)+(e— afia, b, ) + (Yad) 
+'/((#—a) f (a j by) HUY— EST (a, bre) e Ha) Yb) yy (A38 5A) 1 
di 


+e Enea MR 


dove £,m,Z,... sono numeri intermedii fra @,d,c,... ed x,Y,2,..., ri- 
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spettivamente. È questa la formola di Taylor per le funzioni di più varia- 
bili. Ponendovi @,0,€,... uguali a zero si ottiene la formola di Mac- 
Laurin 


fæ ,y,...)==f0,0,..) H æf 0:0,..) Hyr 0,0) 
+'/s(0°17,(0,0,...)+y2/7,(0,0,..)+---+2ey/7,(0,0,..)+---) 
+ 
HA (efh (02,09) + nyapo (020,04...) pe) : 


mercè la quale, nell'ipotesi che l’ultimo termine tenda a zero per n cre- 
scente all'infinito, la funzione f(£,Y,...) si trova sviluppata in una serie di 
forme algebriche, dei gradi rispettivi 0,1,2,3,... 


11. Ed ora veniamo alla discussione dei minimi e dei massimi. Quando 
si dice che un fatto qualsiasi avviene intorno ad un punto (a,0,c,...) si 
vuole affermare l’esistenza d’un numero positivo %, sia pure piccolissimo, 
tale che il fatto stesso si verifica per tutti i punti (2,yY,#,...) soddisfacenti 
alle condizioni 


|le—a|<Sh o, |y—d|SA , |a_c|SA,..., (8) 


eccettuato al più lo stesso (a,0,c,...). Ciò premesso, si dice che nel punto 
(a,b,c,...) la funzione f(2,Y,,...) diventa minima (o massima), se in- 
torno a questo punto nessun valore della funzione è minore (o maggiore) di 
f(a,b,c,...). In altri termini si deve poter trovare un numero positivo %, 
convenientemente piccolo, tale che per tutti i sistemi di valori di #,Y,2,..» 
soddisfacenti alle (8), si verifichi l’una o l’altra relazione 


flare, Ae 48) ’ EIZO (9) 


Quando ciò avviene, è chiaro che la funzione precedentemente rappresentata 
con F(t) è anch'essa minima o massima per #=0. Infatti, in virtù delle (9), 
si ha 

FOSFO o F(0)2F() 


per tutti i valori di #, il cui valore assoluto non supera 1, giacchè per tali 
valori i numeri %,0,w,... soddisfano, come 2,Y,2,..., alle condizioni (8). 
Inversamente, se per ogni punto (2,Y,2,...), preso intorno ad (a,d,c,...), 
la funzione F(t) è, per #=0, sempre minima, o sempre massima, ciò vuol 
dire che, comunque si facciano tendere 2,Y,2,... ad a,d,c,..., finisce per 
esser vera sempre la prima o sempre la seconda disuguaglianza (9). Così 
lo studio dei minimi e dei massimi di f(2,Y,,...) vien ricondotto allo stu- 
dio dei minimi e dei massimi di tutte le funzioni F(#), corrispondenti agli 
infiniti punti (x,Y,2,...) che si possono arbitrariamente assumere intorno ` 
a ciascun punto (a,d,c,...). 
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12.-Se le variabili sono indipendenti, la nota condizione F'(0)=0; cioè 
(e—afi(a,8,0,..)+(y—dDf(4,0,0,..)+(#—09f/(4,8,0,..) +. =0, 
si scinde, per l’arbitrarietà di 2,yY,2,..., in 
fi(a,b,c,...)è0:, f,(a,b,c,...)=0 fata 


Dunque è sistemi di valori di x,y,z,..., che possono rendere minima o mas- 
sima la funzione f delle variabili indipendenti x,y,z,..., si ottengono ri- 
solvendo il sistema 


9925 TA SORA UMIDO ll FI PR AIA. gli PUPO SOC a oO 
Per riconoscere se si ha un minimo o un massimo si consideri la forma qua- 
dratica 
F"(0)=(2— a'f (a,b, .) + (U — Erie (4,5...) HOT (4,5, a) + 
+2(x—a)(y —b)f! (a,b ,...)+ (8 —a) (2 —c)f (a ,b,.)+ Uy —b)(2—0)f (a b y) H ee 
delle n variabili indipendenti *r-a,y—-b,..., forma che ha per discri- 
minante 


calcolato per x«=a,y=d,2=c,.... Questa importante funzione si chiama 
hessiana di f. In ciò che segue noi lasceremo in disparte il caso di H=0, 
e rammenteremo *) che, se H è diverso da zero, le condizioni necessarie e 
sufficienti perchè la forma quadratica F”(0) sia essenzialmente positiva sono 


n e, (11) 
RS 


Invece, perchè F”(0) si conservi negativa per tutti i valori di *«—@a,y—.d, 
£— C,..., è necessario e sufficiente che si conservi positiva —F"(0), e però 
che si abbia 


>O,... PESO. (12) 


Dunque, se per un sistema di valori a,0,€,... di 2,Y,2;-.., soddisfacenti 
alle (10), sono anche soddisfatte le condizioni (11), la funzione f(€,Y,2,..) 
è minima per r=a,y=b,2=c,... È invece massima quando sono soddi- 
sfatte le (12); ma non è nè minima nè massima quando non sono soddisfatte 


+) « Analisi algebrica » p. 76. 
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nè le (11) nè le (12) mentre H20. Resta in dubbio il caso di H=0, che 
richiede ulteriori studii. 


13. Se, per esempio, si vogliono i minimi ed i massimi d’una funzione di due 
variabili indipendenti /(x,y), bisognerà cominciare dal cercare quei valori delle 
variabili, che annullano le derivate prime, per sostituirli poi nelle derivate se- 
conde. Si potranno allora presentare le seguenti circostanze: 

ff — Pa >0 (minimo se f’ >90, massimo se f” <0 
xo yy sy 
» » <0 (né minimo, nè massimo) 


» ə —() (incertezza). 


Nemmeno per le funzioni di tre variabili æ, y,z, indipendenti, si può avere un 
[RO ai . rr 1 112 . . 
minimo o un massimo quando f” f"—f'“<0; ma ciò accade anche se si ha 

LL yy CY 
12 


f'f'—f" >O0, tutte le volte che l’ hessiana 
wa yy æy 
tr tt ” re ” ri tr r2 rr t 2 THA 13 
Ual PMR SRL 
æL YY 33 Yz zæ CY xe YZ Yy 2x 33 LY 


non prende il segno di f” . Nel caso opposto si ha un minimo o un massimo se- 


condo che il segno comune è -+ o —, Si noti che i minimi ed i massimi tendono 
a presentarsi sempre più raramente a misura che le variabili diventano più nu- 
merose. 


14. Ora supponiamo che fra le » variabili esistano relazioni 


piaga ® e, ea (13) 


in numero m<n, e siano tali che m variabili «,v,w,... si possano *) con- 
siderare come funzioni delle rimanenti n—m: queste indichiamole più spe- 
cialmente con 2,Y,,..., ed assumiamole come variabili indipendenti. I va- 
lori delle variabili, che rendono minima o massima la funzione data 


FUR UO 


debbono annullare le derivate parziali prime, prese rispetto alle variabili 
indipendenti. In particolare, applicando la regola per la derivazione delle 
funzioni composte, si deve avere 


f4+4ufi+0v.f+..=0, (14) 
e le derivate w',,0',,w',,... si calcolano derivando rispetto ad œ le rela- 
zioni (13), si deducono cioè, mediante la regola di Cramer, dal sistema 


Pata t Voet ..=0 , 
Pat UatutVafg te =0 ’ (15) 


. . . . . . 9 


*) Delle condizioni di questa possibilità, fra le quali è la relazione (16), e dell’esistenza delle 
derivate prime di «,v,w,..., si discorrerà più oltre. 
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purchè si abbia 


H 


Pu P'o Po 20; (16) 


Yu Py Piw ig? 


ma, invece di portare i valori di w',,0,,w',,..., ricavati dalle (15), nell’e- 
quazione (14), possiamo, aggregando questa al sistema (15), immediata- 
mente scrivere la condizione di compatibilità 


fo Ceea.. 
Q 


, , 


... 
æ u oR" 
se. 


Qu 9 
Va PL. y, 


Basta porre successivamente nella prima colonna le derivate parziali prime 
di f,ọ,Y,..., rispetto alle n — m variabili, che sono state scelte come indi- 
pendenti, per ottenere n—m equazioni, sufficienti, insieme alle (13), per la 
determinazione di 2,Y,2,...,%,0,w,... Adunque è sistemi di valori di x, 
Yiz,..., che soddisfacendo alle (13) rendono minima o massima la funzione 
f(x,y,z,...), sono fra quelli che annullano tutti i determinanti maggiori 
della matrice 


a (17) 


15. Per dare ai calcoli maggior simmetria si suole procedere nel se- 
guente modo. Dal simultaneo annullamento dei maggiori determinanti della 
matrice (17) si deduce che una stessa relazione lineare lega gli elementi di 
ciascuna colonna. La relazione di cui si tratta involge necessariamente gli 
elementi della prima linea, perchè, se fossero linearmente vincolate le sole 
9, 4',..., sarebbe nullo ogni determinante maggiore della matrice ottenuta 
sopprimendo in (17) la prima linea; ma ciò è contrario all’ ipotesi (16). 
Quindi si può, per convenienti valori di X,p.,..., scrivere 


f= ll Pe AZ Pisi Mia nil i SEGRETI Pr C'e l'i a EE a eee 


In altri termini, per cercare i minimi ed i massimi della funzione f, quando 
le variabili sono legate dalle relazioni (13), si porranno uguali a zero, non 
le derivate prime di f, sì bene quelle della funzione 


f(2,Y 38,00) — M(E, Y, 2, e) — BPE, Y, Z, e) — e ? 


e si otterranno così n equazioni, riducentisi a sole n —m per eliminazione 
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di X,p.,... Aggregando ad esse le (13) si costituirà un sistema di n equa- 
zioni, che servirà a determinare le n variabili. 


16. Esercizii: a) Per calcolare le lunghezze degli assi della conica 
an? + by°+c+-2fy+29gx+-2hey=0 , 


conviene prima porre questa equazione sotto la forma, nota dalla Geometria ana- 
litica, 


aaa) +5) +22) ya p=0 > 


in cui x, ed y, sono le coordinate del centro, e D rappresenta il discriminante 
abe + 2fgh —af?— bg? — ch?. Si tratta evidentemente di trovare il minimo ed 
il massimo valore di 7?’ = (æ — w)?’ + (Y — Y,)”, sapendo che le variabili æ ed y 
sono legate dalla precedente equazione. Bisogna dunque, secondo le indicazioni del 
$ 15, porre 


aa =i(ae—a)+hMy—-%)) è y—yi =A (hl — a) + bly — y)). 
Ora, se si moltiplica la prima uguaglianza per æ — æ, la seconda per y — y, , si 
ottiene, sommando, (ab— h?)r? = — ÀD. D'altra parte si può determinare À eli- 
minando æ% —&, ed y — Y, fra le medesime uguaglianze: 


O=|aX-1 h) | = (ab — kX?) — (a +b) +1. 
hà bi —-1 
Ne segue che i quadrati dei semi-assi sono le radici della seguente equazione in 7°: 


«i (POD, na 
"ab o 
b) Ora proponiamoci di calcolare gli assi della sezione fatta in un ellis- 
soide da un dato piano diametrale. Siano a,b,c le lunghezze dei semi-assi, ed 
a, ,y i coseni degli angoli che le sezioni principali fanno col piano dato. Pren- 
dendo come assi coordinati gli assi dell’ellissoide, le equazioni di questa superficie 
e del piano dato sono rispettivamente 
a? Uli z? 
ai d'a 
e si tratta di trovare il minimo ed il massimo valore di #° = æ? -+ y? -+ 2°. Per 
quanto si è detto nel $ 15 si può subito porre 


=1 , ax+Py+ys=0, 


ÀA& Xy dz 
sd Ba ZE n da AMET i 


Sommando queste uguaglianze, dopo averle rispettivamente moltiplicate per œ, 
Y,3, si ottiene r?°= À; quindi, sostituendo nell’equazione del piano i valori 


paa’ ppb? pyc? 


— __ ~ 
, v 


gr P La où PIC, 


forniti dalle uguaglianze stesse, ed osservando che p, non può essere nullo, si per- 
viene all’equazione 
ata bp? en! 
rl: DI ERE +, cha 


nas: , 
73 — af l ptg 33 Luoî 
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del secondo grado in 7?, le cui radici sono i quadrati dei semi-assi cercati. Se dal 
centro, perpendicolarmente al piano di ciascuna sezione, si erigono segmenti uguali 
ai semi-assi della sezione stessa, gli estremi di tali segmenti stanno sopra una su- 
perficie del quarto ordine, importantissima nello studio dell’ottica *). Poichè le 
coordinate degli estremi dei segmenti anzidetti sono a=tar,y=tpr, s=tyr, 
basta sostituire nell'ultima equazione i valori di @,,Y, per ottenere l'equazione 
della superficie 
ata? by? c?z? 

che in forma intera si riduce a 


(ayat) (aa bytea) (+-+ a+ aa) +0. 


È questa la superficie delle onde. Dall'esame di talune sue proprietà fu condotto 
Hamilton a prevedere il singolare fenomeno della rifrazione conica, confer- 
«mato poi dall’ esperienza. In simili scoperte teoriche **) di fatti naturali, sfuggiti 
per secoli all'osservazione diretta, sta la prova migliore dell'alta importanza delle 
matematiche. 

c) Il calcolo della minima distanza di due rette conduce a cercare, più 
generalmente, il minimo valore di 


r° = (8, —- Y) F (Ea — Ya)? + H En Ya)? è 


sapendo che le 2n variabili soddisfano alle 2n —2 condizioni 


se, 


sA Noia VAR Vani PR n tt LP PRI or PAPATO oct 


% Ca n P, Pa i Pn 
dimodochè 7? è in realtà funzione di due sole variabili indipendenti. Assumiamo 
come tali i valori x e v delle due serie di rapporti, ed osserviamo che, sostituendo 
x = ua; Y= Biv + bi, ((=1,2,8,...,%), nell’ espressione di 77, questa 
diventa 

1 = au? -H b? +-c---2fv + 29gu+2huv , (18) 


dove si è posto 


n 


a=Yai 4 be #8 3 AS, 
1 1 


1 


— {=X (a; — b;)b; ’ g=M(a—b)a; i c=) (a; — 8) i 


Qui si noti che i determinanti 


ah » |akg], 
h b korf 
gfe 


*) Vedi, per esempio, la « Théorie mathématique de la lumière» di Poincaré, p. 296. 
**) Delle quali si hanno altri bellissimi esempii in Fisica ed in Astronomia. Vedi una comuni- 
cazione di G. Cesàro all'Accademia del Belgio (Bulletins, 1891, p. 503). 
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rappresentano *) i quadrati delle matrici 


di dg And dda: dad 
AAT. PO d, da %, 
Bı a N Pa 
Perchè r? diventi minimo o massimo sono (§ 12) necessarie le condizioni 
au+-hv+g=0 , hu+bv4+f=0, i (19) 
verificate le quali l’espressione (18) si riduce a 
r =gu+ fote, (20) 


in virtù del teorema di Eulero ($ 7). Il determinante hessiano di 7? è ab— h’, 
e siccome tanto a quanto ab— h? sono somme di quadrati, si può asserire che si 
ha effettivamente un minimo. Intanto da (19) e (20) si deduce, eliminando w e v, 


\ahg “0, dela ge a h 
hbf h 6 f h b 
per gfe 


Dunque il minimo cercato è 


a,b, a— da... Ano 


æ% Aa dn 
r? AE LERI. Bi B, p 
a OO. |" 
Pi Ba spn Bn 


d) Altri calcoli di minime distanze (punto e piano, o punto e retta nel piano 
e nello spazio) conducono a cercare il minimo valore della somma dei quadrati 
di n variabili, soddisfacenti ad m<n equazioni lineari. Siano 


Agg 0, + Agla F Aaa +0 +@n&n = ka 
Ag, HO bitest + Desa n = ka (21) 


ia ARRE paia 


le equazioni, nessuna delle quali sia conseguenza delle altre: ciò esige che i de- 
terminanti maggiori della matrice 


Bis Aia dia Max 


Agg lag Agg... Ag 


Ania ae 


*)« Analisi algebrica » p. 23. 
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non siano tutti nulli, e per conseguenza che sia diverso da zero il quadrato 


Menini e lt ha 
Cai Csa Cag +e Cam 
Can 1 Cm Cm3 ch Cm 


della matrice stessa. Ciò premesso, per trovare i minimi ed i massimi della fun- 
zione r =e Hett- ai, si è (815) condotti a porre 


EAG + Aaaa TAA 
ea “a Aa La à 2433 a th dla 1 do Ama (22) 


x WIRE -+ ARA mn * 


Sommando queste equazioni, dopo averle moltiplicate per &,,%3,...1@,; SÌ Ot- 


tiene 
rh, Aka boe E O PAR (23) 


e tutto si riduce a calcolare i coefticienti à. Ora, moltiplicando le (22) per a,, , 
Aias’. Qin poi sommando, si trova 


ki e M Ci * a Cia +. -L dm € im * 
Dunque i coefficienti à sono determinati dal sistema 


k, =À 1041 FA Cia a ali 
ka PA. Lan tota 


k EA hi ATO FOCE , 


che ammette una soluzione sola. Del resto è inutile risolvere questo sistema, giac- 
chè basta esprimerne la compatibilità con la relazione (23) per ottener subito l’e- 
quazione 

pn (9 Re Re. 


ki Csi Ca 0..€ 


ka Ca Cag- Com 
kn Cmi Cmo pi Cmm 
dalla quale si ricava il minimo valore cercato 
? = — — giù kia 
Cia +e Cim 
la, Ca Caa 4 Cam 
km Cmi Cm3 j Cmm 
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e) Nelle applicazioni si è spesso condotti, per determinare un certo nu- 
mero di quantità «,,%,,...,%,, a stabilire equazioni lineari, nelle quali i coeffi- 
cienti ed i termini noti vengono forniti dall’ osservazione diretta. Basterebbero n 
equazioni per la determinazione delle incognite se, per l'inevitabile imperfezione 
delle misure, non ne risultassero valori necessariamente inesatti delle x. Spinti 
ad eseguire nuove misure, si finisce per costituire un sistema (21) con un numero 
m di equazioni, di gran lunga superiore a quello delle incognite, ed il problema 
che allora ci si presenta è il seguente: come far concorrere tutte le equazioni 
ottenute alla determinazione la più probabilmente esatta dei valori delle inco- 
gnite? È la teoria delle probabilità, uno dei più interessanti rami della Matema- 
tica, che dà la risposta a simile questione, insegnando che, nell’impossibilità di 
render nulli tutti gli errori (vale a dire di trovare valori delle æ che annullino 
le differenze fra i primi ed i secondi membri di tutte le m equazioni), bisogna 
render minima la somma dei loro quadrati. Da questa indicazione derivano, per 
la determinazione delle x, alcuni procedimenti di calcolo, che costituiscono quello 
che si suol chiamare il metodo dei minimi quadrati. In sostanza tutto si riduce 
a render minima la funzione di n variabili indipendenti 


Mano, + aala kt »-- + UinCn k; gp 
1 


e però, derivando successivamente rispetto ad «,,x,....,%,, bisogna che sia 


Cyd + Cua + vati + Cni Cn = kya, © ka, È e * kn 
Cra Ca E Ca la +-+ t Cna Dn = Kaa + Raga + 0° + Enna 


Cini F Conde + “e ax Cnn ln" kiain + han sa epn na k, Ann é 


È questo il sistema che porge per le œ i valori più accettabili. Per meglio spie- 
garsi tutto ciò è bene limitarsi al caso d’una sola quantità incognita œ, per de- 
terminare la quale siano state prese successivamente n misure @,,43,...,4, 
pochissimo differenti tra loro. Qui bisogna render minima la somma 


(e-a,) + (8-a) +H (e—a) > 
per la qual cosa basta prendere 


æ —a, + e—a, +.: -+ a—a, =0 , cioè x => (a, +a- e+ an) : 
è proprio quello che si suol fare comunemente *). 


*)Quételet « Théorie des probabilités» p. 47. 
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CRELOLO DIFPERENZIOLE 


V. LA DIFFERENZIAZIONE. 


Funzioni duna variabile. 


1. Come per infinitamente grande si vuole intendere un numero che tende 
ad oltrepassare qualunque limite, così ogni numero variabile, che ha per li- 
mite zero, si chiama infinitamente piccolo, o infinitesimo. Due infinitesimi 
si dicono dello stesso ordine quando il loro rapporto tende ad un limite fini- 
to, diverso da zero. Se invece il rapporto d’un infinitesimo B ad un infinite- 
simo « tende a zero (nel qual caso B è uguale al prodotto di « per un altro 
infinitesimo), si dice che f è di ordine superiore ad a. Nel caso opposto , 
quando cioè il detto rapporto cresce all’ infinito, B è di ordine inferiore ad 
a. Non è sempre possibile decidere se due infinitesimi sono, o pur no, del 
medesimo ordine, perchè non sempre il loro rapporto tende ad un limite. 


Così p=asen— è infinitesimo insieme ad æ, ma non si sa dire se tende a 


zero come «, 0 più rapidamente di æ. Nondimeno, tutte le volte che il rap- 
porto di B ad æ, preso in valore assoluto, oscilla fra due limiti positivi, si 
può ben dire che B ha l'ordine di æ. Quando si hanno più infinitesimi da 
paragonare fra loro, si usa scegliere fra essi, arbitrariamente , un infinite- 
simo principale, e considerare i rapporti degli altri all’infinitesimo pre- 
scelto ed alle sue potenze. Si chiamano allora infinitesimi del primo ordine 
tutti quelli che hanno l'ordine dell’ infinitesimo principale æ; più general- 
mente, si chiama infinitesimo dell’ordine n ogni infinitesimo che ha l'ordine 
di æ”. Per esempio log(1 + a), sena, tga, ecc., sono infinitesimi del primo 
ordine fintantochè æ èl infinitesimo principale. Similmente 1— cosa è del 
secondo ordine, «—sena del terzo, tg(sena)—sen(tga) del settimo *), ecc. 
Del resto si noti che non sempre si può assegnare l'ordine d’un infinitesimo. 


*) Vedi, in proposito, un interessante esercizio in Mathesis (1893, p. 31). 
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Così, per esempio, se æ è un infinitesimo, anche e %? ed 1:loga sono infini- 
tesimi; ma, mentre (II, 31) il rapporto del primo ad a" tende a zero qua- 
lunque sia n, il rapporto analogo, per l’altro, cresce all’ infinito, dimodochè 
non si sa dire quanto sia grande l'ordine del primo, e quanto, invece, sia pic- 
colo l’ordine del secondo. Gli infinitesimi 


re RARI È 
—e% a? 


l l 


ten , e 10° as, &— Senga , lL— cosa , sena, Va ees TT a TTT 


log 7 log log z 


si trovano ordinati in modo che ciascuno è infinitesimo rispetto a tutti quelli 
che lo seguono, in modo cioè che, procedendo da sinistra verso destra, l'or- 
dine, partendo da valori grandi quanto si vuole, tende a zero decrescendo 
sempre. Analogamente si classificano gli infinitamente grandi. Non si creda, 
tuttavia, che qualunque numero, infinitamente piccolo o infinitamente gran- 
de, debba necessariamente trovare il suo posto in simili scale di paragone. 
Così, per esempio, se l’infinitesimo B è tale che, come 1:loga, il suo rap- 
porto a qualunque potenza di « (con esponente positivo) oltrepassa ogni li- 
mite, non si può dire quale sia l'ordine n di aß. Infatti da una parte è 
chiaro che n dovrebbe superare 1, e dall'altra ciò non può accadere, per- 
chè il rapporto di aB ad a” cresce indefinitamente per qualunque #>1. In 
un certo senso (I, 2) si potrebbe dire che, nella scala di paragone, costi- 
tuita dalle potenze di æ, l'infinitesimo af sta alla sinistra di a. Simil- 
mente si cercherebbe invano il posto da assegnare all’infinitesimo 8, legato 
ad « dalla relazione 

(e 

E 

Infatti, posto a= Bt, si ottiene a—=1:tlogt,B=1:#logt, e si riconosce 
che # deve crescere all’ infinito affinchè æ e B tendano a zero; quindi, os- 
servando che B:a"=#"*(logt)"-!, si vede che questo rapporto cresce inde- 
finitamente per n> 2, e tende a zero per n <2. Dunque £ sta, per così di- 
re, alla destra di a*, cioè tende a zero meno rapidamente di «?, ma più ra- 
pidamente di qualunque a”, per n <2. 


B= a? log 


2. Proposizione fondamentale. Dire che due infinitesimi diffe- 
riscono per un infinitesimo di ordine superiore, o che il loro rapporto tende 
all’unità, è affermare due fatti che sostanzialmente si equivalgono, perchè 
ciascuna delle uguaglianze 
Lia CIMINO IR 

x (04 
è una conseguenza dell’ altra. Ciò premesso, è facile dimostrare il seguente 
teorema, fondamento del Calcolo differenziale: resta invariato il limite 
del rapporto di due infinitesimi, quando questi vengono alte- 
rati di quantità infinitesime d'un ordine superiore. Infatti, per 
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calcolare il limite di B:2, se B' ed «' differiscono da B ed «a, rispettiva- 
mente, per infinitesimi di ordine superiore, si può invece calcolare il limite 
seguente: 

p ER. 4 


Hmh =li m ime 
Q B % x æ 


3. Ora supponiamo di avere l’ eguaglianza tra infinitesimi a=f, della 
quale si debba fare uso dividendo i due membri per un conveniente infinite- 
simo y, in modo da ottenere, passando al limite, l'eguaglianza a=b fra 
quantità invariabili. L'utilità del teorema dimostrato sta in ciò che l’egua- 
glianza «=, spesso complicata, ed inaccessibile alle ordinarie regole del 
calcolo dei limiti, si può semplificare sopprimendo, in ciascun membro, qua- 
lunque parte, riconosciuta infinitesima d’un ordine superiore alla parte che 
rimane. Si ottiene così un’altra eguaglianza tra infinitesimi a'= B', gene- 
ralmente inesatta; ma ciò non importa per l’uso che se ne deve fare, giac- 
chè, dividendo i due membri per y (0, se si vuole, per qualche altro infini- 
tesimo y, che da y differisce per un infinitesimo di ordine superiore), si 
finirà sempre per trovare, passando al limite, l'eguaglianza esatta a=b. Ma, 
si noti, non sta in ciò l’essenza del Calcolo differenziale, che risiede invece 
nell'uso sistematico d’un certo simbolo, mediante il quale si può fare in 
modo da essere sicuri a priori che l'eguaglianza a'= ' è anch'essa esatta, 
vale a dire che, nel cercare infinitesimi «' e 8' da sostituire rispettivamente 
ad æ e B, si trascurano, senza avvedersene, infinitesimi uguali nei due mem- 
bri, e si riesce in tal modo a metter la mano, per così dire, sugli infinitesi- 
mi «= ay, B=by. Ed allora, essendo l'eguaglianza «'= B' immediatamente 
riducibile ad a=d, non si ha più bisogno del passaggio al limi- 
te. Sparisce così il calcolo dei limiti, grazie al detto simbolo, per far posto 
al Calcolo differenziale, che pur si fonda sul concetto di limite. 


4. Dal punto di vista accennato in ultimo luogo si può ben dire che il 
Calcolo differenziale è tutto dovuto al genio di Leibnitz; e, del resto, que- 
sta scienza si trova oggi saldamente stabilita nella forma ideata da Leib- 
nitz, con le stesse denominazioni e gli stessi segni, dovuti, più che ad una 
scelta fortunata, alla perspicacia dell’inventore. La cura che questi poneva 
nella scelta dei simboli ci è rivelata dal fatto *) che, nel confrontare il suo 
metodo con quello di Newton, e nell’affermarne la superiorità, egli opinava 
« essere la segnatura parte non piccola dell’arte d’inventare ». Anche recen- 
temente l’importanza delle notazioni e della nomenclatura è stata messa in 
rilievo nelle « Populdr-wissenschaftliche Vorlesungen » da Mach, il quale 
< considera il linguaggio ed un appropriato sistema di simboli e denomina- 
zioni tecniche, non solo come organi indispensabili per la cooperazione tra 
gli investigatori e per l’accumulazione e trasmissione dei risultati man mano 


*) Mansion « Résumé, etc.» p. 209. 
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ottenuti, da una generazione alla successiva, ma anche e sopratutto come 
unico mezzo efficace a sgravare la memoria e l'intelligenza umana da ogni 
peso e lavoro inutile, rendendo possibile la loro sempre crescente utilizza- 
zione per le funzioni più importanti ed essenziali. Chi si occupa di studii 
matematici si trova spesso dominato dall’ impressione che i suoi simboli e le 
sue formole s'incarichino quasi di lavorare per lui, o, per usare la famosa 
frase di Eulero, che la sua matita vinca di perspicacia il suo cervello. Per 
quanto possa parere strano, dice Mach, la grande potenza delle scienze 
matematiche consiste sopratutto nel fatto, che esse sono riuscite a rispar- 
miare alla mente ogni lavoro inutile ed a spingere fino all’ estremo l’ econo- 
mia degli sforzi intellettuali. Ed allo stesso ideale tendono, secondo lui, an- 
che le scienze fisiche, specialmente nei rami più progrediti » *). 


5. Il primo differenziale. Dalla definizione della derivata d’ una 
funzione y di x si deduce y =y èx-|- pd, per ciascun valore di x, con p 
tendente a zero quando, fissato #, si fa tendere a zero dx. Ora, poichè la 
differenza fra dy ed yx è infinitesima d'un ordine superiore a dx, è lecito 
sostituire, in virtù del teorema fondamentale, yèx a dy, nelle ricerche di 
limiti di rapporti; e noi ben presto ci accorgeremo dei grandi vantaggi di 
questa sostituzione. La quantità yz, nell’ ipotesi che la variabile indipen- 
dente sia z, la rappresenteremo con dy, e la chiameremo il differenziale 
di y. Adunque si chiama differenziale d'una funzione il prodotto della de- 
rivata della funzione per V incremento infinitesimo, arbitrariamente attri- 
buito alla variabile indipendente. Da questa definizione si deducono subito 
le conseguenze: 

a) il differenziale della variabile indipendente x non è che l’incre- 
mento arbitrario 87, supposto variabile e tendente a zero per ciascun va- 
lore di x. Infatti, se, y=, è y'=1, e la definizione del differenziale (cioè 
dy=ydx) dà de=dx; 

b) ora l'eguaglianza di definizione diventa dy =y'dæ , e se ne ricava 


dy 
=. (1) 


È con questa nuova segnatura che la derivata si adopera in Calcolo difte- 
renziale: così le derivate ci si presenteranno come rapporti, e non più come 
limiti di rapporti tra infinitesimi; 

c) più generalmente ¿l rapporto dei differenziali di due funsioni rap- 
presenta la derivata della prima funzione rispetto alla seconda. Infatti, se 
y =f (u), dove u è una funzione della variabile indipendente «, si ha 


dy=ydo=f'(uu'do=f(udu , f(M=P 


6. Interpretazione geometrica. Sulla curva rappresentata dall’ equazione 


*) Da una recensione di G. Vailati (Rivista sperimentale di Freniatria, 1896). 
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y= f(æ) si consideri, in vicinanza d'un punto fisso M, di ascissa æ, un punto 
M’, la cui ascissa sia æ + dx. Supporre Sx infinitesimo significa supporre M' 
mobile lungo la curva, e tendente a confondersi con M. Siano H e Q i punti nei 
quali l’ordinata di M’ incontra due rette condotte per M, 
la prima parallelamente all’asse æ, l’altra tangenzialmente 
alla curva. Se la variabile indipendente è æ, è chiaro che 
si ha 


MH=dx=Èda , HO=dy , M=0dy. 


Sostituire dy a Sy significa dunque trascurare QM’, ossia sostituire Q ad M’ 
per tutte le posizioni di M' intorno ad M, e per conseguenza significa sostituire 
la tangente alla curva in prossimità di ciascun punto. Del resto, qualunque sia 
la variabile indipendente, ¿l punto (£-4-dx,y-|dy) appartiene sempre alla tan- 
gente, come (c-4+-Sx,y-+-dy) appartiene alla curva. Ancora si noti che, se © è 
un numero compreso fra œ ed «4 dx, si ha 


dy=f'(a)de , èy=f'(©)da, 


dimodochè la sostituzione del differenziale dy all’ incremento dy equivale anche 
a prendere, invece di É, variabile per ciascun valore di æ, il valore stesso di æ. 


7. Regole per la differenziazione. Per differenziare, ossia per 
calcolare il differenziale d'una funzione di x, basta, in virtù della defini- 
zione stessa del differenziale, calcolare la derivata della funzione, e molti- 
plicarla per dx. In tal modo si ottiene 


d(æ*) =n" 'dæ , d=e"dx , dsena=cosadx , deosw=—senada , 
da dæ da dæ 
dlogæ=— , diga=—-— , darciga=-——, , darcseng= ——= , êct. 
w cos'a 1+a Vi—a? 


anche quando æ non è la variabile indipendente. Dopo ciò le note regole di 
derivazione si traducono facilmente in altrettante regole di differenziazione. 
Così, per esempio, la somma di due o più funzioni si differenzia sommando i 
differenziali delle parti; il prodotto di due funzioni si differenzia moltipli- 
cando ciascuna funzione per il differenziale dell'altra, e sommando i risul- 
tati; ecc. Infatti si ha 


d(u-|+v=(u+v)do=(u4+ v)de =u do + vda=du+4+dv , 
duv = (uv) da = (uv' + vu)do=uvda -+ vu'de=udv+vdu , 
E =(£) FRE dadi Pi cda TE 


n aew- = — ; ECC, 
y? y? y? ? 


8. Differenziali successivi. Il differenziale dæ della variabile in- 
dipendente, arbitrario per ciascun valore di æ, si può considerare come il 
prodotto d’un infinitesimo a, indipendente da x, per una funzione di x, ar- 


bitraria: de = ay(x). A questa si può nuovamente applicare la differenzia- 
zione, e si ottiene così il secondo differenziale di æ, che si rappresenta con 
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d°x, ed ha il valore 


d'a=day=ady=ayde=a*yY'. 


Continuando a differenziare si trovano analogamente, l'un dopo l’altro, i 
differenziali terzo, quarto, e così via: 


,2 " 33 J r rit 
da= (y HLL) è d'a =at HALAL PAL) oee 
Il differenziale n*™™ di x, ossia il risultato di n differenziazioni, applicate 
successivamente, si rappresenta con d"z, ed è, in generale, un infinitesimo 


dell'ordine n°"°, quando « è l’infinitesimo principale. Come si vede, i ri- 
sultati delle successive differenziazioni si vanno rapidamente complicando, e 


-molti beneficii del Calcolo andrebbero perduti se si dovesse mantenere a y(x) 


la sua arbitrarietà. Conviene invece prendere y(x)=1, perchè in tal guisa 
si ha 
amn T dat", den ;...4 7 (2) 

e tutti i calcoli, come presto si vedrà, si semplificano notevolmente. È que- 
sta la convenzione fondamentale, che si esprime così: il primo differen- 
ziale della variabile indipendente si suppone indipendente 
dalla variabile stessa. Ciò premesso, è facile calcolare i differenziali 
successivi d'una funzione qualunque : 


dy = ddy =d(y'dæ)= dy .dæ = y dø .da = y dæ , 
d*y=dd°y=d(y'de°)=dy".da°=y"dae.da*=y"da3 , ece. 


In generale d"y=y"dx", convenendo di scrivere de" per (dx)". Si giunge 
in tal modo alla relazione # 
OI 
y’ = ’ (3) 

che include la (1) per n=1. Adunque la derivata n°"° d'una funzione ri- 
spetto alla variabile indipendente è uguale al quoziente del differenziale 
n™ della funzione per la n™® potenza del differenziale della variabile in- 
dipendente. Senonchè, mentre per n= 1 si può ($ 5, c), in questo enunciato, 
sopprimere la restrizione che la variabile sia indipendente, altrettanto non 
si può fare per n>1, perchè nelle successive differenziazioni di dy sono 
state adoperate le (2), non più vere quando non è æ la variabile indipen- 
dente. 


9. Ed ora siamo in grado di capire ciò che nel $ 3 è stato solamente ac- 
cennato, vale a dire che si può esser sicuri dell’esattezza dell’ eguaglianza 
tra infinitesimi a'= f' (ottenuta trascurando infinitesimi di ordine superiore 
in a—=f) tutte le volte che in essa non compariscono altri infinitesimi se 
non quelli che risultano da differenziazioni, purchè l'eguaglianza stessa (ri- 
dotta, s'intende, a forma intera) sia resa omogenea, vale a dire che vi si la- 
scino i soli termini, infinitesimi dell'ordine minimo ». Infatti in ogni caso si 
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potrebbe, per trovare un’eguaglianza esatta, dividere i due membri per da", 
e passare al limite; ma, si noti, questo passaggio al limite è diventato inu- 
tile, perchè i rapporti fra potenze di differenziali, infinitesime dello stesso 
ordine, sono uguali ai proprii limiti, dimodochè l'eguaglianza esatta da tro- 
vare è appunto a':de"= p': dx", ossia «'= f'. Qui sta tutto il segreto del Cal- 
colo differenziale. Inoltre l’omogeneztà delle relazioni definitive tra differen- 
ziali ci offre un mezzo di controllo, utile nella pratica del Calcolo. 


10. Cambiamento della variabile indipendente. Poichè la 
formola (3), per nœ 1, implica l'ipotesi che la variabile æ è indipendente, 
se si vuole assumere (come spesso se ne sente il bisogno) un’ altra variabile 
indipendente, è innanzi tutto necessario restituire alla formola stessa tutta 
la sua generalità, e procedere poi al cambiamento di variabile. Per questo 
basta ripetere le successive derivazioni di dy, eseguite nel $ 8, ma senza 
servirsi delle (2). In tal modo si ottiene 


.  dy=d(y'da)=dy de +ydda=y'da'+yd°x ; 
sa d'y =y" dæ? + 3y dada +y dx , 
d'y = yda + by” dæ’ dæ 4- 3y" La -+ 4y"dad*x + y'diæ ; ecc. 
Dalla prima eguaglianza si trae 
dy „d'a __ dæd'y—dyd’'x 


dana "Ei" ET eya (4) 
Similmente 
M d'a È Pa _ da°d°y —3dad*x d°y4-3dy d'a? — de dy dœ 
ma oi en e VM 


ecc. Ai medesimi risultati si giunge più rapidamente differenziando una o 
più volte di seguito i due membri della (1). 


11. Esercizii: a) Se in un’espressione, che racchiude le derivate di Y, prese 
rispetto ad una variabile œ, si vuole che compariscano invece le derivate relative 
ad un’altra variabile #, le formole trovate in ultimo luogo possono far subito co- 


noscere le espressioni da sostituire ad 4’, y”,..., quando sia data æ in funzione 
e d'a 

TET A Infatti si ha 

dæ , dy (7) »_dad'y dyd'x 

da ® Nu)! Tai di di da ’ 


E È PISA (S) dy gle dæ dy 3% = è dedita 
n)” Sla) dl Vai dd dae * a Ta) — Re ; ecc, 
Invece, quando è data la nuova variabile # in funzione di æ, e si vuole che sia 


indipendente, si ha sempre 
i ,_dy _dydt _dy, 


di #, e per conseguenza sian note le derivate 


Udo 7 de da AA (6) 


poi, per calcolare y”, si può fare uso della (4), dopo avere osservato che, do 
9 - 
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vendo essere d°#=0, si ha #'dx°-+'de—=0, e però 
dt edi? 


des Nola AMET . (7) 
Dopo ciò la (4) diventa 
ay ,2 dy "| 

ya! to ; (8) 


ma più agevolmente si stabilisce questa relazione col derivare rispetto ad œ i due 
membri di (6). Derivando de, la (8) si giunge subito al risultato 
MIL 
rt +90: 1”. 
; 37 Ki dt 
Con maggior fatica si deduce questo dalla (5), dopo avere aggregato alle (7) la 
formola i 
ag” SOR A ii 
dae = —— dt’, (9) 
t 

che si ottiene scrivendo d*#=0, o pure differenziando la seconda formola (7); ecc. 

5) Supponiamo che per variabile indipendente si voglia assumere la stessa 
funzione y, proponendosi di calcolare le derivate #‘,@",... di @ rispetto ad y. 
Le formole (7), (9), ece., danno 


ý aa 
ME E a a io 
y y y 
Queste, del resto, dalla seconda in poi, si ottengono più rapidamente derivando 
successivamente la prima. Si può anche far uso delle formole (4), (5), ecc., in- 
troducendovi l'ipotesi dell’ indipendenza di y mercè le uguaglianze d?y=0, 
d*y=0,.... Si giunge così alle formole 


LA 


F 2 
| 1 va a ' HAG gm” di di w'a" 
me A ye y = È sera i 
æ + , 
x x 


che non differiscono dalle precedenti se non per lo scambio di œ con y. È del 
resto evidente che queste relazioni debbono essere simmetriche rispetto alle due 
variabili; ed effettivamente si può dar loro la forma 


3 3 topa” Pi 
EE WA a E SP N A Lo LAM a dini i 
& y 
c) È facile constatare che dæd’y — dyd*x si può esprimere mediante le 
derivate prime e seconde di œw e di y, relative ad una variabile qualunque #, ed 
il solo differenziale primo di #; e però, per renderne più agevole il calcolo nei va- 
rii casi particolari, si può sempre supporre # variabile indipendente, ed essere si- 
curi a priori che il risultato rimarrà valido anche quando non è # la variabile 


indipendente. Infatti si ha 


| da da da LI de dx 
ER AMA ia Sg a 3 
da del= Ei ge tga | di de Pf 
dy Wý | 
y dy EP DI an 4 pe dy y 
| dt dt? Pod e ae 


ossia i 
daat dyd'ia\., 
ædty — oesi— >> l? 
dad*y—dy d°x (z È > de 7a) 
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Questa osservazione è più generalmente applicabile a qualunque determinante, di 
ordine n, in cui la v*”® colonna è costituita dai differenziali v*”? di n funzioni. 
Per esempio 

| dæ d'a aa 


oleole n, 
te dt tl AE 
3 | 
dy d°y d°y (dy dy dy 
da z dè la de de 
\ds d'z dz 
P dl di 


Tornando a ded*?y—dyd*x, supponiamo che œ ed y siano le coordinate carte- 
siane d’un punto, nel piano, e proponiamoci di trasformare in coordinate polari, 
r e ð, l’espressione considerata. Giovandosi dell’osservazione precedente si può, 
per semplificare i calcoli, prendere 0 come variabile indipendente, nel qual caso, 
essendo a—=rcos0 ,y=rsen0, si ha 


de=così.dr—rsen0.d0 , d*ex=così.d*r —2sen0.drd0 —rcosì.d0? , 
dy=sen0.dr+rcos0.d0 , d*y=sen0.d?r-+-2c0sì.drd0 — rsen0.d0? ; 
quindi si vede che 
dæ d'a 
dy @y | 


—| dr @r— rd? 
rdð 2drd0 


così send |, 


—sen0 così 
e finalmente 

da d8y — dy dæ =1°d0° + 240 dr? — rd0 d'r =(1*4-2r°° rr") d0° . (10) 
Quantunque ottenuto supponendo d?9—=0, questo risultato è già libero dall’ ipo- 

2a 
tesi che 0 sia la variabile indipendente, purchè per 7” s’intenda, non 
d?r * d>0 
dE = di’ 
d) Proponiamoci di trasformare l’espressione (III, 32, e) del raggio di cur- 

vatura : 


? 
dpi A 


+ 


y 
Questa formola non suppone necessariamente che la variabile indipendente sia «, 
purchè si abbia cura di prendere y” sotto la forma generale (4). Così, adoperando 
anche la (1), si trova 


(14-y°) 


(dx? + ap} 


uit dedy —dy ao ` 


In coordinate polari, siccome 
dæ? + dy? = (cosh .dr — rsen0.40)? -+ (sen. dr -+ r cosh. d0)? = dr? -+ r°d0? , 


si ha, ricordando la (10), e dividendo per d0* numeratore e denominatore, 
3 


CET 


r? + dr rr" 
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A questa, poi, si può dare una forma più semplice, ed utile nelle applicazioni, sup- 


ponendo data la curva mediante un’equazione della forma —=/(0), e cercando 
di esprimere p in funzione di /,/‘,/". Si ottiene subito 
pi 52 ,2 
r mi Pain: PRE 2 PAE Seni 
—=— e lm, r crr a M j 
uan 68 AT aN GA 
quindi 3 
AET 
EF 


e) Ad un’altra notevole forma di p si giunge adoperando la variabile s, 
che soddisfa alla relazione ds? — dx? -+ dy*, e che in seguito si vedrà rappresen- 
tare la lunghezza dell'arco, contato a partire da un punto fisso. Dall’ identità 


(dx d*y — dy da) + (dae daw 4- dydy)’ = (da? + dy’) (a+ dy?) , 
dopo avere osservato che dsd?s=dxd*x + dydy, si ricava 


(dad*y — dy d'a) = (a? + dy? — d°s*)ds® 


1 dæ 2 e4] ds 2 

alas) + (2) — (z) > 
Quando s è la variabile indipendente, il secondo membro si riduce alla forma sem- 
plicissima a + y”? , se si conviene di designare con apici le derivate prese ri- 


spetto ad s. Ora, per l’osservazione fatta nel precedente esercizio, si può esser si- 
curi che la formola 


quindi 


l PA wa 
olii +y 


sussiste qualunque sia la variabile indipendente. Ed effettivamente dalle ugua- 


glianze 
de OEE a EE ,, ,d's 
gir gg T T aT 


quadrando, sommando, e tenendo conto delle relazioni 


x°4y"=1 , ca'+yy=0, 


daN’? d*y\? d's\3 Saint ao 
(aa) Hae) (ent 


12. Osservazioni: a) L’ordinario Calcolo è tutto fondato, come si è visto, sul- 
l'ipotesi y(x)=1, fatta nel $8; ma le infinite forme che potrebbe assumere il 
Calcolo differenziale, in corrispondenza delle infinite possibili funzioni y(@), si ri- 
ducono tutte ad una sola. Così, per esempio, si potrebbe sull’ ipotesi y(x)= e” fon- 
dare un nuovo Calcolo, in cui bisognerebbe alle (2) sostituire d"x smi , 
ed in conseguenza, procedendo come nel $ 10, si troverebbe 


si deduce 


dy R d°y d*y 
—_ °° = + er UL "+2 NA . 
dx y ? y y sd dæ? y 3y yY , 
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In generale il rapporto di d”y a da” rappresenterebbe, non y, ma l’espressione 
che si ottiene sostituendo y°,y",7y",... ad y,y*,y*,... nello sviluppo del pro- 
dotto y(y+1)(y+-2)...(y-4-—1). Ma questa e le altre possibili forme del 
Calcolo si riducono in sostanza ad una sola, perchè il passare da una funzione y% 
ad un’altra vale quanto cambiare la variabile indipendente nell’ordinario Calcolo. 
Per convincersi di ciò bisogna premettere che, essendo necessariamente continua 
la funzione y(@), esiste sempre (come si vedrà in principio della terza parte del 
corso) una funzione ź di æ, che ha la derivata uguale ad l:y(@). Nel Calcolo 
costruito in base alla funzione y(@) i differenziali di # sono 


di=tda ==. -ay(g)=@. d'i=dM=z 020, 
vale a dire che le proprietà (2) si trovano trasferite da x a #, e però il Calcolo 
ideato non differisce dal Calcolo fatto nel modo ordinario in base alla variabile in- 
dipendente È dunque ben naturale assegnare fin dal principio alla variabile in- 
dipendente la proprietà di avere il differenziale costante. Contro questa convenzio» 
ne, senza nemmeno cercare d’intenderne prima il significato, si scaglia da tempo la 
turba dei metafisici. Alcuni credono che dæ costante voglia dire che per dæ si fissa 


un valore piccolissimo; altri che si salta da x successivamente ad ©+-dx ,x+-2dx,/ 


x-+-8dx,...; altri soltanto che dæ si conserva invariato da una differenziazione 
alla differenziazione successiva; altri, finalmente, mostrano *) di accettare (tutte 
in una volta!) queste assurde o grossolane o insulse interpretazioni. Invece, quando 
si afferma che dæ è costante, non sì vuol dire altro se non questo: dæ non di- 
pende da æ. Così il far tendere dæ a zero equivale ad immaginare che, dopo 
aver fatto scorrere su sè stesso l’asse delle x, supposto rigido, questo tenda a ri- 
prendere l’antica posizione. 

b) Non è tuttavia esclusa la possibilità d’un Calcolo differenziale, in cui a 
nessuna variabile spetti un differenziale costante. Noi siamo infatti rimasti finora 
nell’ ipotesi specialissima che y(x) non dipende da æ; ma se si prende, per esem- 
pio, y(x) =e””, il differenziale n°"° di æ, invece di essere infinitesimo dell’or- 
dine n, ha l'ordine 2n — 1, e soltanto in generale d”y è dell'ordine n, giacchè 
invece di (3) si ha, per n>l, 

d'y 
y' "= lim dæ n I 
Ai 
senza poter togliere il segno lim. Similmente, per y(x)== "i 
l’ infinitesimo « conservi il segno di æ, ogni differenziale n™° è quasi déll’or- 
dine 7 (nel senso accennato in fine del $ 1) rispetto a dx; ma non sussiste più 
l'eguaglianza (3), perchè il rapporto d"y:dx" è infinitamente grande in valore 
assoluto, ed invece si ha 


, convenendo che 


aiy 
E 
atri a 
qualunque sia n. Il nuovo Calcolo potrebbe forse avere altri vantaggi, ma è certo 
che gli mancherebbera quelli che il Calcolo usuale attinge nella semplicità e nel- 


l’ omogeneità delle sue formole, e nella precisione del computo dell’ordine degli in- 


*)« Nuove considerazioni sulla metafisica del Calcolo infinitesimale » (Memorie della 


+ R. Accademia delle Scienze del!’ Istituto di Bologna, 1895, p. 309). 


i} 16 
«| aAyort T4 
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finitesimi; ma sopratutto verrebbe meno quella che (per quanto si è detto nel $ 9) 
si può considerare come la vera ragione di essere del Calcolo differenziale, giac- 
chè i rapporti tra potenze di differenziali, infinitesime del medesimo ordine, non si 
manterrebbero più eguali ai proprii limiti, e però nel nuovo Calcolo non si trove- 
rebbe per così dire assorbito il Calcolo dei limiti. 


Funzioni di più variabili. 


13. Differenziazione parziale. Nella funzione /(2,y,4,...) si at- 
tribuiscano arbitrarii incrementi d7,dy,... alle variabili, supposte indipen- 
denti. Considerata come funzione (cfr. IV, 2) della sola x, o della sola y, ecc., 
la predetta funzione ammette i differenziali 


d.f=f".de , d,f=f.dy , d,f=f.ds,.... j 
® y 3 


che si chiamano differenziali parziali. La loro somma è il differenziale to- 
tale, che si rappresenta con df. Ciò premesso, facciamo le seguenti osserva- 
zioni: 

a) i differenziali (parziali o totali) delle variabili indipendenti sono 
gli stessi incrementi arbitrarii dx ,5y,.... Infatti, se si prende f=%, si ha 
f,=1.f,F=f,=-=0, e conseguentemente de=d7z, ecc.; 

b) ora le uguaglianze che definiscono i differenziali parziali diventano 

Le Mid VIA. 
LF i E 77 Š betana devo. . 
Per la semplicità della scrittura conviene sopprimere gli indici 2,Y,2,.., în 
modo tuttavia che non sia possibile confondere i differenziali parziali col 
differenziale totale df. Perciò nelle differenziazioni parziali si suole adope- 
rare il segno ò invece di d, e scrivere 
so i pad paua: 
Arai r RI i A soha . 
Sotto questa forma interverranno d'ora in poi nei calcoli le derivate par- 
ziali. 


14. Differenziazione totale. Per definizione il differenziale totale è 
DI API O pe 
iii lie di di Pisi RATA Ò (11) 


quando le variabili indipendenti sono 2,y,#,...; ma importa osservare che 
la relazione (11) sussiste quando le variabili non sono indipendenti. Si con- 
sideri infatti la funzione f(w,v,w,...), in cui %,%,w,... sono funzioni di 
altre variabili 2,y,2,..., in numero qualunque, indipendenti fra loro. La 
definizione del differenziale totale permette solo di scrivere l’ eguaglianza 


(11), e non È a ` 
RL FOA. TIZIO) 
df=}z +57 + Va et see. . (12) 
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È chiaro che, derivando la funzione f nell ipotesi che varii la sola x, o la 
sola y, ecc., si ha, applicando la regola (LV, 4) per la derivazione delle fun- 
zioni composte, 

òf __df du ddo df de 

de dude | do de do de a, 

d0f ddu df dda df de 


dy Tudy "do wy do w ut 
Sostituendo nella di ed osservando che 

du=î" da + n dy + y NAS 

w= do +3 dy+ Ede RE i 


si ottiene precisamente la formola (12), che si deve considerare come fon- 
damentale nei calcoli di differenziazione. 


15. Osservazioni: a) La necessità di adoperare il segno d invece di d si rende 
manifesta mercè la seguente osservazione. Sia f una funzione di œ, data come fun- 
zione di æ e di y=@(). Il suo differenziale totale è dato dalla (11), limitata, nel 
secondo membro, ai primi due termini, e però la sua derivata è 


df__df , df dy 


dæ da ` dy da ’ 


d 
cioè x differisce , in generale, da m A 


b) Per interpretare geometricamente il differenziale totale, almeno nel caso 
di due variabili indipendenti , si consideri la funzione definita dall’ uguaglianza 
z= f(æ,y), che nello spazio rappresenta, in coordinate car- 
tesiane, una superficie. Un arco MM' di questa superficie si 
projetti, parallelamente all'asse z, in MQ, sul piano che 
tocca la superficie in M, e si completi la costruzione del pa- 
rallelepipedo, che ha per base, nel piano xy, il parallelo- 
gramma costruito sui lati dæ e dy (incrementi arbitrarii 
delle coordinate di M), ed ha la faccia opposta nel piano 
tangente. Siccome questa è un parallelogramma MAQB, il 
punto medio di MQ coincide col punto medio di AB, e però 
si ha MP -+ QP'=AA'-- BB'. D'altra parte, ricordando ciò che si è detto nel $6, 


L da =f l 
e , RBB' SE 
Dunque QP’ =+ de +5 dy=<-|-dz. In altri termini dz rappresenta l’ in- 


cremento HQ dell'ordinata sn piano tangente, come È rappresenta l'incremento 
analogo HM’ per la superficie. Adunque sostituire dz a dz è come sostituire alla 
superficie, nelle vicinanze di ciascun punto, il piano tangente nel punto stesso, 
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16. Differenziazioni successive. Quando in f(2,Y,2,...) si sup- 
pone variabile la sola æ, sono applicabili le considerazioni fatte per le de- 
rivate successive delle funzioni d'una sola variabile indipendente, e però alle 
successive derivate parziali di f rispetto ad æ si può dar la forma 

INNI x ANDE 

YA Y SITA 
se si conviene di non far dipendere da 2,y,,... gli incrementi arbitrarii 
dx,dy,dz,.... Si è visto (IV, 3) che, sotto certe condizioni, generalmente sod- 
disfatte nei calcoli usuali , il risultato di n derivazioni parziali successive, 
nelle quali si suppone < volte variabile la sola x, j volte la sola y, ecc. (es- 
sendo necessariamente #-+-j + -..= n), non dipende dall'ordine delle deri- 
vazioni, e però si può supporre che si eseguano in primo luogo le è deriva- 
zioni rispetto ad x, poi le j derivazioni rispetto ad y; ecc. Il risultato delle 
n derivazioni si conviene di rappresentarlo così: 

d"f 
dat dy'da..... * 
Per esempio, le derivate parziali di 2, funzione delle variabili 4 ed y, sono 
ded. dr or. de dr d*5 dz ds 


dr’ dy da dedy ` dy?’ da ddy ” ded Dy 

Le prime cinque, frequentemente adoperate nella teoria delle superficie, si 
usa designarle per brevità con p,9,7,s,t. Ora, passando alle differenzia- 
zioni, partiamo dall’eguaglianza (11), e differenziamola supponendovi ds, 
dy,dz,... LE da %,y,2,.... Si ottiene 


a= (Sao 5453 da Hi a tia 


Ma 


da +5 


= Siccome si può, TRR T dalla An che subisce l'operazione d, 
rappresentar questa scrivendo 


d 


d=2.dr +2 dyt; dz-|-..... A 
dx 
si vede che si ha pure 
de La dtt Cap + pei — id da RENI | 


ovvero, simbolicamente, 


2 


DI òd ò 
a=( de tp dut Spd) ’ 


Differenziando nuovamente, e proseguendo sempre nello stesso modo, è chiaro 
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che si perviene alla relazione simbolica 


= l a ly + 5 lz- È 
uti FANALI "IRE Rc E 


la quale suppone, se n supera 1, che 2,y,z,... sono le variabili indipen- 
denti. Invece se si ha, per esempio, #=f(«,y) con 2 ed y funzioni di altre 
variabili indipendenti, si ottiene, con successive differenziazioni, 


df df ix > ay) H 
pg Yy , d'z= yi : 
da= az dæ -+ P dy dz = x edx- Mad dA Y 
3y d df 
d?z F 33045, .dy)(+35 I detta ib. >. ei de 


er UE ERE LE A 
dr dy dy? dy dae Ey 


17. Formola di Taylor. La segnatura differenziale permette di porre 
la formola di Taylor (III, 12) sotto una forma notevolmente semplice, che 
conviene ugualmente alle funzioni di una o di più variabili: 


Sf= df +'/,0°f4+'/®f+!/ud'f+ (13) 


Limitandoci, per maggior chiarezza, al caso d'una sola variabile, osserviamo 
che la detta formola si può scrivere nel seguente modo: 


0/(a)=/"(0)8r +-'/2/"(0dx®+!/1" (dt... (14) 


Se x è la variabile indipendente, si ha èe=dr,f"(2)de"=d"f(2), e si 
trova così la formola (13). Siccome poi il significato di ciascun termine di 
questa non è legato ad una speciale scelta della variabile, è chiaro che la 
formola stessa vale qualunque sia la variabile indipendente. Questa osser- 
vazione è necessaria, altrimenti non si potrebbe affermare che, nel secondo 


membro di (14), il termine nÎ"° è "f. Invece, elevando 


Sx =dax + '/,4°x4!/0°x 4-'/yd'o +... 


successivamente al quadrato, al cubo, ece., si dovrebbe scrivere 


df= (da +-1/,0°x +!/,8c + 0)f4-!/de° + daed°x + ..)f"4+-!/ (Ad...) 4 


e si ricadrebbe sulla (13) raccogliendo i termini infinitesimi del medesimo 
ordine: 


fida=df ,'/(fdx+f'do*)=!/2d°f, 
t[f'd'a +9/"de d'a 4 f"dr*)='fad'f sur È 


18. Derivate in una data direzione. Supponiamo, per fissare le 
idee, che si abbia una funzione f(2,y,) di tre variabili indipendenti, ossia 
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una quantità, della quale sono dati i valori in ogni punto dello spazio. Il 
modo più naturale di estendere la nozione di derivata, quando si passa dalle 
funzioni d'una variabile unica a quelle di più variabili, consiste nel consi- 
derare l’ incremento che subisce la funzione quando da un punto M si va in 
un altro punto M’, e nel cercare il limite del rapporto di tale incremento 
alla grandezza % del segmento MM’, nell’ipotesi che, fissato M, si faccia 
tendere M’ ad M in una data direzione, definita dai coseni «,B,Y dei suoi 
angoli con le direzioni degli assi. È questo limite che si chiama derivata 
della funzione nella direzione considerata. Esistono dunque intorno ad ogni 
punto M infinite derivate; ma esse sono tra loro vincolate in modo assai 
semplice e notevole. La derivata nella direzione (a,f,y) è infatti 


lim (C+ ah Y + BR ,5+ 1A) —/(2,4,5) 
h=0 h 


=lim(o/(@+ah,...)+B/(@+ah,...)+...)=a Ck 2 4a 


dove le derivate parziali prime di f, supposte Dl S GRETA calco- 
late nel punto M. Immaginando un segmento infinitesimo do, collocato, con 
un estremo in M, sulla retta uscente da M nella direzione (a,B,y), la de- 


rivata in questa direzione si suole gap: con zz Adunque si ha 
L LR ci 
dont t ta i 


Fissiamo una direzione, i cui coseni a æa s Bos Yo siano proporzionali 
alle derivate parziali prime di f, dimodochè 


eo) 

Cai di dl’ allegate "E y) + Cas) 
da ‘de ‘0 

Se 0 rappresenta l'angolo della direzione (~, B, Yy) con (0,;8,:Yo); si ha 

d 


L= (am + BB+ Yr) VAF = cos0. VAF 


Dunque, se portiamo nella direzione (æ,,8,,Y,) un segmento AF, la proje- 
zione di questo segmento sopra ogni altra direzione misura la derivata della 
funzione nella direzione stessa. Ne segue, in particolare, che la direzione 
(ays Bo, Yo) è quella secondo cui più rapidamente varia la funzione. Nelle 
infinite direzioni perpendicolari aa essa la funzione tende invece a rimanere 
costante. 


19. Parametri differenziali. Si chiamano così quelle espressioni, 
formate con le derivate parziali d'una funzione f, che son dotate di carattere 
invariantivo, hanno cioè un significato indipendente dalla scelta degli assi. 
Si capisce che siffatte espressioni sono destinate ad acquistare una grande 
importanza in Geometria, in Meccanica, in Fisica, dovunque si tratta di 
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studiare fatti, che non hanno nulla da vedere con gli assi che si scelgono *). 
Così le derivate parziali prime di f sono evidentemente vincolate agli assi 


di riferimento, e cambiano con essi; ma resta sempre invariata la somma Af 


dei loro quadrati, che per questa ragione si chiama parametro differen- 
ziale del primo ordine. Infatti si è visto nel paragrafo precedente che Af è 


uguale al quadrato di x nella direzione della più rapida variazione di f, 


ed è ovvio che tale direzione dipende solo dai valori di f, e non dagli assi 
di riferimento. E anche invariante p ape 
i aen f 
a= HAHA) 
che si chiama parametro differenziale del secondo ordine. Infatti si ha, 
ripetendo la derivazione nella direzione (&,8,T), 

df d dD / df df 

aman ES TA (I 
e se si cerca-il luogo delle e uscenti da M, secondo le quali è nulla la 
derivata seconda, si trova il cono quadrico 


alyp 


Evidentemente questo cono non dipende dalla scelta degli assi. È dunque in- 
variante il discriminante (hessiano della funzione f) della forma quadra- 
tica (15), e godono **) della proprietà invariantiva anche le somme dei suoi 
minori principali del primo o del secondo ordine, ed in particolare A°f. Le 
funzioni per le quali si ha sempre A*°f=0 (equazione di Laplace) si ai- 
cono armoniche, ed hanno molta importanza nelle applicazioni del Calcolo. 
Armonica, per esempio, è la temperatura in un corpo termicamente equili- 
brato; è armonica la funzione potenziale fuori dei punti occupati dalle masse 
attive; ecc. 


df Na 
aB sat (15) 


20. Le considerazioni precedenti gettano molta luce sulla discussione 
dei minimi e dei massimi delle funzioni di più variabili. Se per M si conduce 
una retta qualunque, e si considerano soltanto i valori che una funzione 
prende lungo questa retta, è chiaro che in M non si avrà nè minimo nè mas- 


simo, a meno che non sia ph Siccome ciò avviene nelle infinite direzioni 


perpendicolari ad (@,,8,,Y0); si vede che per ogni punto M dello spazio 
passano infinite rette, situate in un piano, lungo le quali la funzione subi- 
sce, in M, un minimo o un massimo. Possono tuttavia fare eccezione certe 
due rette, generatrici del cono (15), giacchè lungo tali rette la derivata se- 


*) A questo concetto s'informa il « Calcolo differenziale assoluto », ideato da G. Ricci, 
dell’Università di Padova (Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, 1892, p. 186). 
++) « Analisi algebrica » p. 68. 
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conda si annulla in M. Tutto ciò suppone che le derivate parziali prime non 
si annullino simultaneamente nel punto che si considera, altrimenti, essendo 


allora vo 0 in ogni direzione, è chiaro che lungo tutte le rette uscenti da 


siffatti punti la funzione subisce, in essi, un minimo o un massimo, fatta 
eccezione, forse, di quelle che son collocate sul cono (15). Se questo è im- 
2 


maginario, non si presenta l'eccezione, e funzione continua di a, B,T, 


do 
non potendo annullarsi per valori reali di a,f,y, conserva un segno inva- 
riato per tutte le direzioni. Così si spiega perchè, avendosi in M sempre un 
minimo, o sempre un massimo, in qualunque direzione, la funzione ha effet- 
tivamente nello spazio, in M, un minimo o un massimo. Invece, se il cono 
(15) è reale, non si avrà nè minimo nè massimo, perchè lungo certe rette la 
funzione diventa minima in M, lungo certe altre diventa massima, e le due 
regioni costituite da tali rette sono separate appunto dal cono (15). Nel caso 
particolare delle funzioni armoniche, le tre derivate parziali seconde, la cui 
somma è A°f=0, non possono aver tutte il medesimo segno, e però il cono 
(15) è sempre reale. Ne segue che le funzioni armoniche son prive di minimi 
e di massimi, 


21. Cambiamento di variabili. Se della funzione f(2,y,2,...) si 
vogliono esprimere le derivate parziali supponendo che si assumano altre 
variabili 4,v,w,..., si ha subito, facendo prima variare la sola «, poi la 
sola v, e così via, 

df E dæ df dy df dz 
du de du | dy du puerta 
df _ df da r dy , df dz 
do da dv | dy dv | dz dv vio 
Ùf__df de  df dy  df de 

dio — da dro 1.dy duo 1 de do °°°" 


s . FIATI a b S a ia 
Da questo sistema di equazioni lineari si deducono i valori di £ vi i x., pur- 
t ; , 1 de dy 
chè non sia nullo *) il determinante 
de dy da 
"E PRE CR) a 
dw dy'. ds 
dv w dv 4 
de dy de 
dw dw de ` 
*) Fra breve si vedrà che questa condizione è soddisfatta quando #,7,,... sono indipen- 


denti fra ioro. 
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che si chiama determinante funzionale o jacobiano delle funzioni £,Y,4,.., 
rispetto ad %,0,w%,..., e si rappresenta così: 
Ù0(0,Y;8 30.) 
du, vw...) 
Ciò premesso si ottiene, risolvendo il sistema considerato, 
ALW Y, n), Neys.) 


dx (U,V, W,...) (U,V, 0...) 


Similmente 

df _ Mw, f,3,...) ALY, 2.) df __Ux,y,f,...) 2,48...) 
dy  d(U,v,W0,...) d(U,t,w,...) * da Nu, v, w,...) U,V, Ww, * 
Per calcolare poi le successive derivate basta operare analogamente sulle 
derivate già ottenute. 


22. Esercizio: Proponiamoci di esprimere in coordinate polari i parametri 
differenziali d'una funzione di due variabili. Si ha æ = rcos 9 , y =r sen 0, e 


y df V.df a a 
=H ap p Ea eos 
Dunque 
dd l df IA L so 
Lx | osì ——p® send , DA n0+ S coso. (16) 


Del resto queste ultime formole si possono stabilire direttamente, come le prime, 


dopo avere osservato che dalle relazioni 7? =x? + y? , 0—=arctg 2 , Si deduce 


dr w d0 y sen0 
RO TO n i 
dn g DI) x così 
ci N A A r 


Quadrando e sommando le (16) si ottiene 


(+) 


Ora, se applichiamo le (16) a a e È invece che ad f, troviamo 
d°f __ d (df 1 df 1 òd o 1 of 
m 3: 2 (5° 00 s0 — rob sent) così — TS (7 così — — I) send , 
Pf __d {df td 
omne 00-41-35 cost)s send +- zg (Ls en0 +1 Y cos0)eos0 , 
cioè 
Li A she k (ea f Of DE G 
a= at ->35 4 )sen0 così Flit as), 


ap 2f 2 H 
a en?0 — (3 x DI dI, EAE ze) 0s°0 . 


i 200 ror A )sen0 cost + (> dr 179 db x 
17 
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Dunque 
Maree LI 1a L) Tay 


d 
E gio Copri e AO e ñ a a 
ero ùr? ror rd r dr 3 dr 7? D0? 


Nel caso di-n variabili, se f è funzione della sola r = V æ? +y? +22+..., si ha 


S L AS ya W zA 
TET TETEE de E T 
poi 
o Lar. Ata 
dai rdar r sa dr) Foia 
Dunque 


wa e è n df DATUA È Sf. 
s7=(7.) vg 50 Pa aG Fi 
Dall’ultima formola risulta che, se si vuole una funzione armonica della sola r, 
df 
1 


bisogna che 7”7 = sia costante, e conseguentemente che si abbia, a meno di co- 
r 


stanti, /=logr per n=?2, ed f=r°" per n22. 
Funzioni implicite. 


23. Se nella relazione f(x,y)=0 si pensa y come funzione della x, si 
può, applicando la regola (IV, 4) per la derivazione delle funzioni composte, 
immediatamente scrivere l'eguaglianza 


LASA SA 


dalla quale si deduce, quando 720, il valore di y'; ma nel far ciò si viene 
tacitamente ad ammettere l’esistenza di y’, mentre nulla ci autorizza ad as- 
serire a priori, non solo che y' esista, ma neppure che y possa riguardarsi 
come funzione di x. Nondimeno queste affermazioni sono lecite. Sia infatti 
(201%) una coppia qualunque di valori di æ e di y, soddisfacenti ad f=0, 
e supponiamo che, per æ ed y variabili rispettivamente negli intervalli 
(za—h, sth) e (Ya— RK, + %); siano continue le funzioni f; ed f,. Sup- 


poniamo ancora che % e % siano stati presi sufficientemente piccoli perchè 
f, conservi sempre il segno di f(E Y) ZO. Ciò è possibile, per la conti- 


nuità stessa di f,. È poi chiaro che, in forza delle ipotesi, il rapporto di f’, 
ad f. non può diventare, in valore assoluto, arbitrariamente piccolo, e però 


esiste un numero positivo æ, tale che, variando x ed y nei rispettivi in- 
tervalli, è costantemente |f7|>|f, |. Se 4, che si può prendere piccolo 


quanto si vuole, è minore di kæ, si ha 


n|fI<ka|LI<AISI, 
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e però nell’eguaglianza 


f(oyEh, p Ek) = Ehf (e LO, ya E 0A) LA (20h, y E0), (17) 
y 


che si deduce dalla formola di Taylor tenendo presente che f(2,,%)=0 
il valore assoluto della prima parte del secondo membro è inferiore al va- 
lore assoluto della seconda parte. Dunque il segno di f(x, Eh, Yy, =k) è 
quello di kf (x, Æ 0h , y, Æ 0k), e però, siccome il segno di f; non cam- 


bia, si vede che, fissato per x un valore 2, 1%, i valori di f(#,y) corri- 
spondenti ai valori y,—% ed y,4+-% di y hanno segni opposti. Qui si noti 
che, quando si assumono per % valori sempre più piccoli, Æ si può lasciare 
invariato. Ora la funzione f(x,y), considerata come funzione della sola y, 
è continua, perchè ammette la derivata f‘. Essa è dunque (I, 25) nulla per 


qualche valore di y, appartenente all’ intervallo (y, — Æ , Y + k) giacchè 
negli estremi prende segni opposti. Del resto, essa non può annullarsi più 
Q'una volta, perchè la derivata conserva invariato il segno, e però (II, 19) la 
funzione cresce sempre, o decresce nel detto intervallo. È dunque vero che, 
fissato arbitrariamente un valore di x, esiste uno ed un sol valore di y, per 
cui sussiste la relazione f(x ,y)= 0 fra i limiti considerati. Fra i limiti 
stessi la relazione f(2,y)= 0 definisce dunque una funzione y di x, e que- 
sta funzione ammette la derivata, perchè dall’ annullamento del secondo 
membro di (17) risulta, per # tendente a zero, 

+k__r l@t0h,yot08)__ fe(00,99) 


— lim 


lim —- = z 
Th f (2 E 0h = ee 


per ogni coppia di valori x, ed Y,, rispettivamente compresi negli inter- 
valli, nei quali si avverano le condizioni dell’enunciato. 


24. Più generalmente, se la relazione 


f(2,Y,3,...,u)=0 (18) 


è soddisfatta dai valori 2,%0120++*+»% delle variabili, se intorno a questi 
valori esistono e sono continue le derivate parziali prime di f, e se, per i 
valori considerati, è f,z0, si può affermare che u è una funzione delle va- 


riabili 2,y,2,..., che ammette le derivate parziali prime. Queste si otten- 
gono derivando gt la relazione (18), così: 


Òf . df du df du df ddu _ 
i 1 al + no Sig ia e. 


La dimostrazione è identica a quella del caso particolare già considerato. 


25. Ulteriori differenziazioni porgeranno i valori delle successive deri- 
vate. Per esempio, nel caso della relazione f(x,y)=0, basta differenziare 
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y yt “ dy=0 per calcolare y”, giacchè si ottiene 


sha TERR l dody+5, Tapt Ley=o , 


e se ne ricava et Lav per y a suo valore, 


PAPI dI, dI 
-v (£) = A AI G Ak 
ovvero i KA ý 
dy/ dd dr 
de dd dedy 
DI, DI 


dy dyde dy? 
ecc. Proponiamoci ancora di calcolare le derivate parziali p,g,r,s,¢ della 


funzione z, definita implicitamente dalla relazione f(x ,y,2#)=0. Le prime 
due derivate si deducono dalle uguaglianze 


dr VU, DELA, 

sr tasp=0 > gtt? (19) 
ottenute derivando parzialmente f=0 rispetto ad x e ad y. Ora, derivando 
la prima eguaglianza rispetto ad x, la seconda rispetto ad y, si trovano le 
relazioni 


sa LA INTRA PIT ATEA PILL 
dat Piede dn tas 0 dit T 145 + e=0 


dalle quali si ricavano i valori di r e di &: 


1 
ere SITI 
(54) d/ d'f dS 4 d/ df Df 
de da Ovos dy y? dydz 
or dd o > r 
ds dada da da dsedy da 


Derivando la prima eguaglianza (19) rispetto ad y, o la seconda rispetto 
ad x, si ottiene 
l 0 d/ df 


ary de ð 
È dv dr dr 
dy dyde dyde 
di: Oy d*f 
dz dda 33 


Qui si noti che i tre determinanti precedenti si deducono dall’ unico deter- 
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df df d/ 
da dy da 
o dr dd 
de drè dedy dardi 
POS. CO UA 
dy dyde dy' dda 
dl RE 
da dedi dsdy da 

df d/ d°f 


prendendo i complementi algebrici degli elementi pi dry de rispet- 


tivamente. Ne segue, in virtù di note *) proprietà dei determinanti , 
D 
nt. <p RR ESE 
"TORNEI RO 
e) 


26. Più generalmente ancora, date le m relazioni 


minante 


Rn IRA f 

PEA a r ES (20) 
soddisfatte per L= Z; sY = Ygs: ra U= U s V= Vy seas Bi potranno conside- 
rare le m variabili u,v,w,... come funzioni, dotate di derivate parziali 
prime, delle n variabili 2,y,2,..., purchè le derivate parziali prime di 
o,d,... siano continue ed inoltre sia diverso da zero, per i valori conside- 
rati, il determinante jacobiano 

gt, 
(#9, 1%) 

Per m=1 si ricade sul teorema del $ 24. Per dimostrare il teorema gene- 
rale basterà dunque far vedere che, se il teorema stesso è vero nel caso di 
m— [1 relazioni, esso sussiste per m relazioni. Ora, poichè nel punto (%,, 
Yoses Wos.) si suppone JZ0, si può essere sicuri che almeno una delle 
dp dp dp 
duw’ dw” 
sia T 20. Allora, rammentando le ipotesi fatte, ed invocando il teorema 


derivate è diversa da zero nello stesso punto. Supponiamo che 


del $ 24, si può dire che w è una funzione di 2,Y,...,0,w%,..., dotata di 
derivate parziali prime. Se immaginiamo che se ne sostituisca l’espressione 
nelle rimanenti equazioni (20), troviamo 


P YE 3.700, Jo , 
P TET è i (21) 


*) «Analisi algebrica » p. 31. 
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È questo un sistema di m— 1 equazioni, che lega le m —1 variabili v, w ,.. 


alle rimanenti n. Le derivate parziali prime di @,,%,,... esistono e sono 
continue, perchè si ha 


DI, dp pdu dp, Ww 

de os dude Dy. oy. dudy 
Ben presto vedremo che il nuovo jacobiano 
NC ZENIT 
NARO...) 
è, come ð, diverso da zero. Dunque il sistema (21) definisce v,w,... come 
funzioni di 2,Y,2,..., dotate di derivate parziali prime, ed altrettanto si 
può dire di «, quando si immagina che nella sua espressione, dedotta dalla 
prima delle (20), si sostituiscano v,w,..., in funzione di 2,Y,2,..... . Si 
ottiene così un sistema di funzioni %,v,w%w,..., le quali prendono i valori 
Ubo sVos Woss per TE La Y =Y, Z= Z se ed ammettono, intorno a que- 
sto punto, le derivate parziali prime. Adunque tutto si riduce a dimostrare 
che I, Z0. Orbene supponiamo che, in J, gli elementi della prima colonna 


J= 


moltiplicati per = , si aggiungano ordinatamente a quelli della seconda; 


poi gli stessi elementi, moltiplicati per i» si aggiungano a quelli della ter- 


za colonna; ecc. Gli elementi del nuovo determinante sono 


dp òp dp du dp, dp du 


e E e i 
w dp dpdu d, dy dY du  ðp, 
du "du o do do woe do 
dy dx Oy du OX, dy , dx du d, 
du ua dude dv e dw' du OO, do e a 


n) . . . 
Dunque J=9 t; e siccome pad ha un valore finito, e J si suppone diverso 
q ‘du du 


da zero, è pure 3, 2 20. 


27. Coat così l’esistenza delle derivate parziali prime delle fun- 
zioni definite dal sistema (20), si possono rapidamente calcolare le derivate 
stesse derivando parzialmente le uguaglianze (20) rispetto a ciascuna delle 
variabili 2,y,2,..., che si assumono come indipendenti. Così, per esempio, 
derivando rispetto ad x, si ottiene il sistema di equazioni lineari 

dp do du dp ddt Ip w 
dar T du da | dv da ' do de 
dd du Yw, dY w 


..=0, 


sso, 


? 
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il cui determinante è appunto J20. Ne segue, per la regola di Cramer, 
du _ 109,4...) dv 1 dUp,$,...) 


== delete ece. 


ddl a aE) 0 I Uu,c,...) ” 


28. Esercizii: a) Se ad una linea piana, rappresentata dall’equazione 
FOR, NM) 


in cui %,v,... sono implicitamente definite in funzione delle coordinate @ ed y 
mercè le n relazioni 


o(2,y,u,v,...)=0 , Y7,y,u,0,...)=0 


si vuole costruire la tangente in un punto qualunque, non è necessario eliminare 
u,v,... fra le n+l uguaglianze per ottenere prima l'equazione della linea in 
x ed y; ma, considerando invece le predette uguaglianze come quelle che defi- 
niscono y,%,v,... in funzione dell'unica variabile indipendente x, basterà deri- 
varle ed eliminare le derivate di w,v,... dalle equazioni in tal modo ottenute: 


dD , df dy , df du df dv 
dae Tar da ` du e PPigalt “= 
de dy , dg du, dg dv n 
+3 Di a de! dv de i 
Uno dei grandi vantaggi del Calcolo differenziale consiste appunto nell’ evitare 
eliminazioni quasi sempre impossibili praticamente, conducendo invece, mercè la 
derivazione o la differenziazione, a sistemi di equazioni lineari, che si sanno ri- 
solvere. Così, nel caso attuale, si giunge alla formola 


dy O Wep) Upe) 


dæ  dUa,u,v,...) dY,u,v,...) 
estensione manifesta di quella ottenuta in principio del $ 23, 
b) Similmente una superficie sia data mediante due equazioni, vale a dire 
che la relazione fra le coordinate dei suoi punti si debba considerare come risul- 
tante dall’eliminazione di w fra le equazioni 


Q(2,y,3,u)=0 A Ha, y2, U= 


e supponiamo che si vogliano calcolare p,g,”,s,ć, cioè le derivate parziali pri- 
me e seconde di z, funzione delle variabili indipendenti æ ed y. Derivando le due 
equazioni una volta rispetto ad œ, l’altra sele ad y, si ottengono i sistemi 


dp da dp du dg da dp du 
dan! da do ' da da tir du dy — 
ae dp da, dp du dp, dw ks dp du 
da 1 da da dude > \dy 1 de y t dwdy | 
dai quali si deduce 
Agp) Ne, Y) S LO) N 


au) Meu > 17 du) de) 
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Le altre derivate si possono ricavare, con derivazione diretta, da p e q, o anche 
risolvendo le equazioni che si ottengono col derivare parzialmente i sistemi prece- 
denti. In particolare, se l'equazione della superficie è z= /(@,7,%), dove u è im- 
plicitamente definita in funzione di œ e di y mediante l'equazione 9(x,y,«)=0, 
si ha subito 


df du dp du _ 
du per Ta du Do 
e` quindi 
ig df de _ Df da 
N Ir da _da du dude d(f.9) do 
da du de do — da, u) u` 
du du 
Poi 
P f gD du Y be df du 
Santa T rdu do Ti (oa) + ande 


du 
dove per — e “ bisogna porre i valori che si ricavano dalle equazioni 


de da 


dp du _ Do do -Diep fed] do d°u 
Eta a et aa e a T e 
29. Date m funzioni Y1, Y25°:*, Ym delle n variabili #,,%4,...,%,, è im- 

portante saper riconoscere se esse sono fra loro indipendenti, cioè se nes- 
suna di esse è funzione delle altre. Per questo basta esaminare la matrice 
jacobiana del sistema, ossia 

Ste, cla Si i 

db, 00, Ola de, |” 

Da da da, Wa 

de, da, da, da 


Un Wan Un. Wa 
da, des das dae, 


i cui elementi si suppongono funzioni continue. Se p è Za caratteristica della 
jacobiana, il sistema considerato racchiude p, funzioni indipendenti, e le 
altre m—p sono funzioni delle prime. Dimostriamo questo importante teo- 
rema: 

a) È lecito ammettere che il determinante 


è diverso da zero, perchè la jacobiana racchiude, per ipotesi, almeno un de- 
terminante, non nullo, dell'ordine p, e si può sempre supporre che tale de- 
terminante sia proprio J, perchè basta immaginare che si numerino con 
indici non maggiori di p. appunto le funzioni e le variabili che compariscono 


Www.rcin.org.pl 


— 137 — 


nel suddetto ETEA Intanto siano 
EESAC E E E AO E E PA (CC OE I RITO 
le espressioni delle funzioni considerate, si ponga 
GO OERE a a Ya Yaren r Yn) = R Lr Bar eaan) e 
e si consideri il sistema 
o,=0,9,=0,...,9,=0, (22) 


come atto a definire implicitamente, secondo quello che si è detto nel $ 26, 
le variabili 
Ly g 30 0°3Vp Yuri Ype 1t Ym (23) 


in funzione delle rimanenti 
Yis Yast- Yp prir Vprartee Pa (24) 
Per questo occorre che non sia nullo il determinante funzionale 


T EE EPER Qpr Part Peart r Pm) 
243 Layers Lp s Yprt Ypi Ym) 


, 


e ciò effettivamente ha luogo, perchè, essendo 


dpi dfi 09; _ do; _ 
("POI rele ii Dice 
j j i j 
è chiaro che il detto determinante si riduce a (— 1)" ".3. Dunque, se b; è 
il valore di y; nel punto (4,,@,,...,@,), intorno al quale si ammette l'esi- 
stenza (e la continuità) delle derivate parziali prime delle f, si può affer- 
mare che il sistema (22) definisce le (23) come funzioni implicite delle ri- 
manenti variabili intorno al punto (b, E PEE Apsis Apa ,a,).-In altri 
termini, per ogni sistema di valori, arbitrariamente attribuiti alle (24), pur- 
chè questi valori differiscano da b, b,,..., by, Ape» Aurat- Ana rispettiva- 
mente, per meno d’una certa quantità, si hanno valori ben determinati per 
le (23); e però, immaginando che alle prime p variabili æ si attribuiscano 
appunto questi valori, e che le rimanenti n— p prendano i valori già loro 
dati in principio, si vede che Y,,%2::--3%y assumono i valori prescritti, i 
quali, fra certi limiti, sono stati presi ad arbitrio. E dunque vero che le pri- 
me p funzioni y sono tra loro indipendenti. 
b) Bisogna ancora far vedere che le altre m— p. funzioni y sono fun- 
zioni delle prime p. Da quanto precede risulta solo che ciascuna di esse è 
funzione delle (24). Pertanto ci basterà provare che, se è e j sono maggiori 
di p, la funzione y; è indipendente da %;. Ora, se deriviamo le (22) rispetto 
18 


, 
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ad «;, continuando sempre a considerare le (23) come funzioni delle (24), si 
ottiene 


di did, dA dara M- 
ata di Pie Ri, ia 
dha dr, UADZA dA dp > 


do; de; desde dA EVI ia 


TTI i 
dr Ofa da, dh DIA ds dn dfn _ z 
da, dx, Dr de dr, de; | da ( 
Df; da, 430 dr, y Df; day f; FA dY; _ 
| SA F dda, ped FTA VERA 
e però, eliminando le derivate delle x, 
Vi dhi A UA UA ge 


dx, dr, "dae dx; 


dv; MG G 
da, day dae, da; da; 


o POA 
cioè J Ti oi 


dy 
5a —=0, e finalmente a=, 


i Vi 
30. Corollario. Perchè n funzioni u,v,w,... di n variabili x,y, 
Z,... stano fra loro indipendenti, è necessario e sufficiente che sia 


d(u,v,w,.. J> 


Matai A 
Qui, come precedentemente, le funzioni si suppongono dotate di derivate 
prime continue. 


31. Segnaliamo, per finire, una notevole proprietà dei determinanti fun- 
zionali, la quale si può considerare come un’ estensione della regola (II, 4) 
per la derivazione delle funzioni di tunzioni. Supponiamo che le y dipen- 
dano dalle x mediante altre funzioni w delle stesse x. Siccome si ha 


dy; dy; du, , dy;du, dy; du, 
da; du, da; dugda; >" dun da, 


, 


si vede subito che la moltiplicazione dei determinanti 


DE EO A Olin Ma, acs ses) 
CURA E E O A A 
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produce appunto il determinante funzionale delle y rispetto alle x. In altri 
termini 


LARE PA “Nupu PEERI o) ECAT: CEE LAVA 


Yi Yast Yn) Yi Yor: Yn) Uan) (25) 


In particolare 
EPER Ra) ii) 
inni Solari Peire Paper ima a AEN 26 
d(Y, 1Y21*- ee) DEAT EA, ( ) 


32. Esercizii: a) La formola (25) ne include altre, ottenute precedentemente. 
Per esempio, quando si vuol fare un cambiamento di variabili in una funzione f, 
si può subito scrivere 


ASYE) AY.) WEE 1) 


dU,v,w60,...) (L,Y, 2...) U,V, W0,...) 


DI 
e poichè il primo fattore del secondo membro si riduce a £ , si ha 


KAN Df Ys Ese) L,Y, Zs) , 
dx s Olu, Va aroe) d(u,v,w,...) 


b) Per mostrare l'utilità dell'ultima formola, ci limitiamo al caso di tre 
variabili x,y,z, date esplicitamente in funzione di u,v, w, proponendoci di cal- 
colare le derivate di u,v, w, rispetto ad x,y,%, senza cercare di conoscere 
prima le espressioni di u,v,w in funzione di X,y,2. Le due terne si suppon- 
gono costituite da variabili indipendenti, dimodochè 


d(2,Y:5)5 


ina geni DUE 


La formola trovata nell’ esercizio precedente permette subito di scrivere 


du 1 dY, 3) du __1 D(z, x) do __1 d(Y, 2) 
de I vw) dy o I dv) ' de I wu)” 


e la questione è risoluta. Si noti che non è necessario conoscere queste derivate 
per calcolare il determinante funzionale di u,v,w rispetto ad #,7,z, ed i suoi 
minori del secondo ordine, perchè, in virtù di (26) e delle stesse (27), si ha 


d(u,v,w) __1l d(v,w)__1 de dv, w) 1 dy 


a I° U 3 du A du’ |" x 


Similmente, se si tratta di calcolare i differenziali totali di u,v, w, si comincia 
dall’eseguire la differenziazione totale su @,7,%; = le relazioni 


de= du+ do + Zde 
Ò 
dy = du Juya dv + z dw (28) 


sian u+ do + SÈ du 
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porgono i valori 
My 3 3) D(z, æ) D(x, y) ) 
d da + E, 
40, TR w) us dv, 0)” STE D(v, w) cá i 
dai quali si posson dedurre nuovamente le formole (27). 


c) In molte applicazioni si ha bisogno delle (28) per calcolare la somma 
dæ? +-dy°-+ dz”, che si cambia subito in un’espressione della forma 


adu? + bd? 4-cdw* |-2fdvdw + 2g dwdu + 2hdudv , 


dove per brevità si è posto 


2 2 n 
=Z(7) i =X) ASL CE cre x 
È importante osservare che, quando sono note le sei funzioni a,0,c,/,9,1, è an- 
che noto il determinante funzionale J, perchè si ha 
sapa 
hbf 
gfe 


ed analogamente si possono esprimere le somme 


du\? a dv dw 
I) IR) Baug e 
i cui valori sono dati dai minori be — f? , ca —g?°,..., għ —af,..., divisi per J?. 
d) Quando æ, y,z dipendono anche da un’altra variabile z, indipendente 
da u,v,w, anche J dipende, in generale, da 7, e si può aver bisogno di calco- 


larne la derivata J’. Se si designa con un apice ogni derivata, presa rispetto a #, 
la regola (IV, 8) per la derivazione dei determinanti dà 


TER SI, 
Au, v w) d(u,v,w) du, v, w) i 


quindi, dividendo per J, si ottiene la formola 


(ogay= 24 A Cat: - 


che si utilizza in idrodinamica. 
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VI. APPLICAZIONI ALLE CURVE PIANE. 


Wiiferen ziale dell’arco. 


1. Cura costante di colui che adopera il Calcolo differenziale dev'essere 
la ricerca degli infinitesimi differenziali, ottenuti col toglier via parti 
infinitesime d’un ordine superiore dagli infinitesimi che gli si presentano 
nei calcoli. Per ogni infinitesimo æ ve ne sono innumerevoli, che da æ dif- 
feriscono per un infinitesimo superiore; ma, si noti, un solo fra essi è il 
differenziale di qualche funzione u. Infatti, se per un’altra funzione v po- 
tesse a— dv risultare, come æ — du, infinitesima d'un ordine superiore, ba- 
sterebbe sopprimere questi infinitesimi in 


du = dv + (a— dv) — (a — du) 


per trovare l'eguaglianza du=dv, necessariamente (V, 9) esatta. Questi 
due infinitesimi differenziali coincidono dunque in valore; ed è facile vedere 
che coincidono anche nel significato, giacchè si ha d(u—v)=0, e però 
u — v = costante, vale a dire che v non differisce sostanzialmente da wu. 
Nella pratica del Calcolo si cerca sempre di porre « sotto forma di varia- 
zione infinitesima d'una funzione «, ed allora (V, 5) l’infinitesimo differen- 
ziale unico, sostituibile ad æ, è appunto du. Così, mediante l'operazione d, 
il Calcolo differenziale raggiunge una precisione estrema, in quanto che per- 
mette in un sol modo di sostituire agli infinitesimi, che si presentano in 
una ricerca qualsiasi, altrettanti infinitesimi, risultanti tutti per differen- 
ziazione da ben determinate funzioni, e vincolati da quelle medesime rela- 
zioni che intercedono fra gli infinitesimi, dei quali prendono il posto nei 
calcoli. 


2. La definizione rigorosa della lunghezza d'un segmento curvilineo 
suscita questioni assai ardue *), che noi qui vogliamo evitare. Supponiamo 
pure che si abbia la nozione intuitiva della lunghezza, almeno per le poche 
curve piane che si considerano nelle applicazioni. Per queste curve, rappre- 
sentabili tutte geometricamente, è anche lecito ammettere che ogni arco 
MM' è tale che, tendendo un estremo M’ verso l'estremo fisso M, l'arco fi- 
nisce per essere tutto convesso da una stessa parte, in guisa che la sua lun- 


ghezza resti compresa fra quella della corda MM' e la somma dei segmenti 


*) Vedi, per esempio, il « Cours d’ Analyse» di Jordan (2?™° éd, , 1°" vol., p. 90 à 107). 
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delle tangenti in M ed M’, limitati fra i punti di contatto ed il punto co- 
mune Q. Se la derivata y' si suppone continua, la retta QM’ tende, come 
MM), a confondersi con QM, e però gli angoli QUM' e QM'M sono infini- 
tesimi insieme ad MM’. Ne segue che i rapporti di QM e di QM’ alle loro 
projezioni su MM' tendono all’ unità, e quindi (V, 2) che le predette lun- 
ghezze differiscono dalle loro projezioni per infinitesimi superiori. Anche 
QM-+ QM' differisce dunque da MM’ per un infinitesimo superiore, ed al- 
trettanto si può dire a fortiori dell'arco MM’. Per conseguenza 
arco MM' 
P corda MM — ! © 

3. Rappresenti s la lunghezza dell’arco di curva, che ha un estremo in 
un punto fisso, arbitrariamente scelto sulla curva, e l’altro nel punto M. Evi- 
dentemente s varia insieme alle coordinate æ ed y del punto M, e quando 
questo va in M’, le cui coordinate sono 4 + 8 ed y +y, l'arco s diventa 
s-|- ds, rappresentando così ðs la lunghezza dell’ arco MM. Sia l la lun- 
ghezza della corda MM’, che differisce da s, e per conseguenza (cfr. $ 1) 
anche da ds, per un infinitesimo superiore. Se ad /,8z,8y, nella relazione 
P — Sr? + dy’, si sostituiscono rispettivamente ds,dx,dy, si trascurano, in 
ciascun membro, infinitesimi d’un ordine superiore; ma, poichè nell’ egua- 
glianza cui si perviene 

ds? = dæ? 4- dy? (1) 

non compariscono più infinitesimi, che non siano differenziali, si può esser 
sicuri che l’ eguaglianza stessa è esatta. Questa importante formola serve a 
calcolare s. Essa ci dice che la derivata di s rispetto ad « è AEN e nella 
terza parte del Corso si apprenderà a determinare una funzione quando se 
ne conosce la derivata. Se la variabile indipendente è x, ds rappresenta 
la lunghezza del segmento di tangente in M, limitato fra M e l’ordinata di 
M’; e non si ha ds=arcoMM' se non quando la variabile indipendente è s. 
In tutti i casi ds rappresenta la lunghezza di quel segmento di tangente, 
che va dal punto di contatto (x,y) al punto (c + dx, y -+ dy). 


4. Trasformando la (1) in coordinate polari si ottiene (V, 11, d) 
ds* = dr? |-r°d0? ; (2) 


ma a questa formola si perviene anche, come alla prima, mediante conside- 
razioni geometriche dirette. Sul raggio vettore OM' si porti 
O0M”=0M=r, e sia P la projezione di M su OM’. Si ha 
*—MP* PM", ed in questa uguaglianza si può ad 7 so- 
stituire ds; ad MP=rsend0 si possono successivamente 
sostituire r30 ed rd0; e finalmente a PM’, trascurando l'in- 
finitesimo del secondo ordine PM” =r (1 — cosd0), si può 
sostituire M'"M'—8r, poi dr. Si ottiene così la relazione 
(2), necessariamente esatta poichè ha luogo fra soli infinitesimi differen- 
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ziali. Si può anche partire dalla relazione 
=r? + (r + dr)? — 2r(r -+ 8r) cos dO = 8r? -+ 4r(r -+ dr) sen? ki , 


ed esser sicuri a priori che dal secondo membro debbono scomparire i ter- 
mini non infinitesimi, o infinitesimi del primo ordine, e che ds? resterà esat- 
tamente rappresentato dall’ insieme dei soli termini infinitesimi del secondo 
ordine, qualora in essi rimangano soltanto infinitesimi differenziali. Ed ef- 


fettivamente, sostituendo dr a dr, e > sen,» si ritrova la formola (2). 


Di questa si fa uso, per calcolare s, osservando che la derivata di s rispetto 
alè Vrp r’ ; 


5. Ora vogliamo dimostrare che la differenza fra un arco infinitesimo e 
la corrispondente corda è generalmente infinitesima del terzo ordine rispetto 
all’arco stesso. Infatti (V, 17) si ha, per la formola di Taylor, 

æ= da + '/, tw +t det. , Dy = dy +'/dy +'d yn (8) 
qualunque sia la variabile indipendente. Se questa è s, siccome (V, 11, e) 

4 
de +-dy°=ds° , d°a° -+-d?y =G s 
si ottiene, differenziando due volte di seguito la prima eguaglianza, 
4 
ded*x+dyd*y=0 , ded’a---dyd*y=— È ; 
quindi 
ETE ER TE EN AEN : 
12p* 


Ora, trascurando infinitesimi superiori, ed in particolare scrivendo 2ds per 
ds+/ in 
ds? "Pig si trova ds—-/= da. L 
vit Tag rie È 


In forma precisa 
areoMM'— cordaMM' 1l 
(arco MM’)? NI 24p3 E 
Per verificare questo risultato in un caso particolare, si consideri, sopra una 
circonferenza di raggio p, un arco MM'=2pa. La lunghezza della corda è 
MM'=?psena, ed il primo membro dell’ultima eguaglianza diventa 


a — Sena l 
l — — 


pE 4p%a? — 24p? s 
Dunque, rispetto alla questione trattata, si può dire che la curva si com- 
porta, intorno ad M, come il suo circolo osculatore (III, 32, e). 
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Tangente e normale. 


6. Sulla curva rappresentata in coordinate cartesiane ortogonali dall’e- 
quazione Y=f(X) si prenda un punto M, le cui coordinate siano œ ed y. 
L'equazione d'una retta qualunque, che passa per M, è Y—y=m(X— 2), 
ed è noto (II,13) che si ha m=y' per la tangente, e conseguentemente 


m= —l:y° per la normale. Le equazioni della tangente e cella normale 
in M sono dunque 
: l 
Y_y=y(X—2a) , E PD) (4) 


dove y' sta per f'(x), cioè rappresenta il valore di f'(X) nel punto M. In 
Calcolo differenziale la tangente ci si presenta sotto un aspetto anche più 
semplice, cioè (V, 6) come quella retta che congiunge il punto (x,y) al punto 
(x +dx,y-+ dy). Questa osservazione conduce a scrivere immediatamente 
le equazioni della tangente e della normale sotto la forma 
te, Qadr (Y—yiy=0, © 

che si riduce subito alla (4) scrivendo y'dx per dy, e sopprimendo il co- 
mune fattore dæ. Riesce comoda la forma (5) specialmente nel caso che la 
curva sia rappresentata dalle equazioni X=g(t), Y = Ut). Se poi la curva 
è data mediante l'equazione f(X, Y)=0, siccome si ha 


da L La =0 ` 

le equazioni (5) diventano 
X-a Y—y 
— I ha dI . (6) 

T "i 
Anche a queste si può pervenire direttamente. Infatti la direzione secondo 
la quale la funzione f (X,Y) tende a conservare il valore 0, che ha nel punto 
(2,4), è quella della tangente, e però (V, 18) i coseni direttori della nor- 
male sono proporzionali alle derivate parziali prime di f, calcolate nel detto 
punto, e supposte non entrambe nulle. Del resto la prima equazione (6) si 
può anche considerare come quella a cui si riduce l’ equazione stessa della 


curva, quando, per punti (X,Y) infinitamente vicini ad (2,y), si trascurano 
gli infinitesimi d’un ordine superiore, e si osserva che in 


d df 
Z-A HIDE 


d df 
(X D= Ea) H 


è f(2,y)=0. Nelle applicazioni conviene tener presenti le forme (4), (5), 
(6) delle equazioni della tangente e della normale, per adoperarle secondo 
l'opportunità. 
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7. È anche utile sapere scrivere sotto forma omogenea l'equazione della tan- 
gente ad una curva algebrica. Sia f(X, Y)=0 l’equazione della curva in forma 
razionale ed intera. È noto che, per renderla omogenea, si lasciano intatti i ter- 
mini di più alto grado n, mentre quelli dei gradi a —1l,n_-2,..... si moltipli - 
cano rispettivamente per Z,Z*,... Si riesce così a mettere l’ equazione sotto la 
forma omogenea /(X,Y "ito, e basterà porre Z==1 per ritrovare la primi- 
tiva forma. Per un punto (@,7,) situato sulla curva si ha /(2,y,3)=0; esi 
ha pure, identicamente, in virtù del teorema di Eulero (IV, 7), 


ò 
altyt =ne. 


Intanto si è visto che l'equazione della tangente, in coordinate cartesiane non omo- 


genee, è 
so) no 
dr NE 


d 
dove E), e (55) stanno a rappresentare ciò che diventano i e a quando vi 
si pone z= l. Ora si ha 


ott). 


e però l’ultima equazione diventa 


x (fe) +1) + 0) 


poi, rendendola omogenea, si ottiene finalmente 
df 
p de RE 7 Re 
ue: LET 


8. Delle equazioni della tangente e della normale si fa uso quando que- 
ste rette intervengono in questioni di Geometria analitica; ma se si tratta 
soltanto di costruire la tangente o la normale ad una curva, in un dato pun- 
to, basta trovare un altro punto per ottenere, congiungendolo al punto dato, 
la retta che si desidera. È con questo scopo che si calcolano le lunghezze di 
certi segmenti, detti sottotangente e sottonormale. Se P è la projezione di 
M sull’asse delle ascisse, se T ed N sono i punti nei quali la tangente e la 
normale in M incontrano il detto asse, si chiama sottotangente il segmento 
TP, e sottonormale il segmento PN. Dalla figura risulta immediatamente 


TP=yooto=yv:y., PN=eytgo="py . 


9. Quando si fa uso di coordinate polari, giova conoscere, per la deter- 
minazione della tangente, l'angolo w che questa retta fa col raggio vettore. 
Nel triangolo MPM’, già considerato ($ 4), si ha 


an MP MM” D0 r 
tgo = lim tg0MM=lim y = lim p= lim S 


19 
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Elevata dal polo la perpendicolare al raggio vettore, essa incontra in T la 
tangente, in N la normale; e si chiama sottotangente polare il segmento OT, 
sottonormale polare il segmento ON. Evidentemente 


Ofarigorerti:r.; ON=sroto=r. 


Quando si parla della lunghezza della normale in M si vuole intendere 
la lunghezza del segmento intercetto sulla normale, a partire da M, dal- 
l’asse delle ascisse o dalla perpendicolare elevata nel polo al raggio vettore, 
secondo che si fa uso di coordinate cartesiane o di coordinate polari. Le mi- 
sure delle due lunghezze menzionate sono evidentemente 


y VI LAPT ia e Vr Mor. 


10. Esercizii: a) Nella parabola del secondo ordine è molto semplice la co- 
struzione (cfr. II, 14, a) della normale, perchè, se si prende co- 
me asse delle œ l’asse della curva, si trova che la sottonorma- 
le è costante; ed è questa una proprietà caratteristica della pa- 
rabola, perchè da yy'=a si deduce '/,y° = ax -- costante, poi 
(prendendo l'origine sulla curva) y? = aw. 

b) Quale curva ha la sottotangente costante? Si deve 
avere y:y' =a, cioè la derivata di logy dev'essere costantemente uguale ad 


l i N s 4 
— , e però, ricordando che due funzioni con derivate uguali 
a 


non possono differire se non per una costante, si ha 


x 
logy = — +- costante. 
a 


La costante si può prendere uguale a loga spostando convenientemente l'origine 
ae 


sull’asse delle æ, e si perviene così all’equazione d'una logaritmica: y=ae". 
c) Una delle più interessanti curve è rappresentata dall’equazione 


y=3 (#46 *) , 


e si chiama catenaria, perchè in Meccanica si dimostra che un filo flessibile ed 
inestendibile, pesante ed omogeneo, sospeso per gli estremi, assume appunto la 
forma d’un arco di tale curva; ed inoltre, col vertice in alto, questa curva dà il 
profilo delle volte senza attrito. Si ha 


NEAR A E 
y'= ("e y =z te t=.: 

Ne segue 

1 si “Vr £ y? 


De 1 (58. "a l T i 
-pml Hy =l 4g (Ae “Y=g( te "=. 


cioè ycosọ =a. Dunque la projezione dell’ordinata sulla normale è costante. 


Inoltre da 
Sile Wie 
dæ cosp a y 
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si deduce ds = ady', poi s= atg@, contando gli archi a partire dal vertice A. 
Dunque si rettifica l'arco AM projettando l’ordinata sulla tangente. 

d) Si dimostra inoltre, in Meccanica, che si può far variare la densità da 
un capo all’altro del filo in modo che questo opponga, su tutta la sua lunghezza, 
egual resistenza alla rottura; ma in tal caso la forma che il filo assume è quella 
di un’altra curva, che si chiama appunto catenarzia di eguale resistenza, 


ed è rappresentata dall’equazione y = — alog cos = . Questa curva è costituita da 


infiniti rami, che si ottengono spostando successivamente di 2ra, parallelamente 
all'asse delle ascisse, in un senso o nell'altro, il ramo compreso fra gli assintoti 
æ=Æ+!/ Ta, il quale tocca l’asse nell'origine, dove tende a comportarsi come 
la parabola æ? — 2ay. Questo ramo centrale, col vertice in alto, dà il profilo delle 
volte senza sovracarico, 

e) Molto notevole è la spirale logaritmica, ossia la curva che incon- 
tra sotto un angolo costante le rette uscenti da un punto. Se w è costante, po- 
sto m = cotw, da tgw=r:r' si ricava r:r= m; poi 
logr=m0 + loga, e finalmente r—ae"9, Questa è l’equa- 
zione della spirale logaritmica. La sottonormale polare è 
r=mr, la sottotangente è r*:r'=r:m. Dunque sottotan- 
gente e sottonormale (polari) sono proporzionali al raggio 
vettore, Si ha pure, successivamente, 

a = Vr ri VI+ ci r 2 


si REIT 
d m cos 


e così, mentre M percorre la curva, l'arco di spirale, con- 
tato a partire dal polo, si trova ad ogni istante rettificato in 
MT. Da questa proprietà ne segue immediatamente un’altra, per la quale la spi- 
rale logaritmica viene utilizzata in pratica: se la spirale rotola, senza strisciare, 
sopra una retta, il suo polo descrive una retta. Finalmente qui ci si presenta 
l'occasione di far notare come il rapporto d’un arco infinitesimo alla sua corda 
possa (c/r.$2) non tendere ad 1. Infatti, quando M tende, lungo una spirale 
logaritmica, a confondersi col polo O di questa curva, il rapporto della corda OM 
all’areo OM non cessa di mantenersi uguale a cosw. 

f) Se si vuole una curva che abbia la sottonormale polare costante, biso- 
gna porre r'—=a. Ne segue, orientando convenientemente l’asse polare, "= a0. La 
curva rappresentata da questa equazione si chiama spirale 
di Archimede. Mentre 0 cresce da 0 all'infinito, w va 
da 0 ad ‘/ m, perchè tgw=0, e però la curva esce dal 
polo tangenzialmente all'asse polare, per tendere poi a di- — 
ventar normale ai suoi raggi vettori. Evidentemente i punti 
N, estremi delle sottonormali polari, stanno sopra una cir- 
conferenza di raggio a, col centro nel polo. Da ogni punto 
di questa circonferenza si possono abbassare alla curva infi- 
nite normali, i cui punti d'incidenza stanno sopra una retta, 
che contiene il polo. Ma questa proprietà è ben lungi dal ca- 
ratterizzare la spirale di Archimede. Così, per IRIS gadon di tale proprietà 


anche le curve rappresentate dall'equazione 6 = — -4 klog + — , fra le quali, per 
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k=—=0,è la spirale di Archimede. Un'altra proprietà di questa curva si può de- 
durre direttamente dall’equazione »==a0, dopo aver tracciato un circolo di rag- 
gio arbitrario, maggiore di a, e concentrico al circolo di raggio a, e dopo avere 
dai punti Q e Q', nei quali i raggi vettori OM ed OM' incontrano la circonfe- 
renza del suddetto circolo, condotte le tangenti QP e Q'P' all’altra circonferenza. 
Si osservi infatti che, per l’ eguaglianza evidente fra i triangoli rettangoli OPQ 
ed OP°Q', l'angolo POP’ è uguale a Q0Q', ossia a 80, e però la lunghezza del- 
l'arco PP' è a0 — ðr. Intanto, se si fissa in A l'origine degli archi della cir- 
conferenza interna, sì ha 


arePP'=arcAP'—arcAP , è»—=0M'-0M=QM—Q'M, 
d'onde, aggiungendo anche PQ= P'Q', segue 


arc AP + PQ + QM=:arc AP'+ P'Q'4+ Q'M', 


vale a dire che il punto M, mobile lungo la curva, può essere collegato al punto 
fisso A mediante un filo flessibile ed inestendibile APQM, costantemente teso, ma 
obbligato a poggiare sulla circonferenza ed a passare per Q. Su questa osserva- 
zione è fondato un apparecchio assai semplice *), che può servire a descrivere la 
spirale di Archimede; ed alla medesima proprietà si deve l’uso che si fa in pra- 
tica della spirale stessa come profilo di eccentrico, atto a produrre un moto uni- 
forme. 

g) Un'altra curva è caratterizzata dalla proprietà di avere la sottotan - 
gente polare costante. Essa si chiama spirale iperbolica, ed è rappresentata. 
dall’ equazione 70 =a. Per 0 infinitesimo, r è 
infinitamente grande, e però la curva si estende 
all'infinito; ma ciò avviene assintoticamente ad 
una retta, che dista per a dall'asse polare, per- 
chè lim rsenĝ =a. Invece, quando 0 cresce al- 


l'infinito, » tende a zero, decrescendo sempre, 
cioè la curva si avvolge indefinitamente intorno 
al polo, senza raggiungerlo mai. I punti T, estre- 
mi delle sottotangenti, stanno evidentemente sopra una circonferenza di raggio a, 
col centro nel polo. Da ogni-punto di questa circonferenza si possono condurre in- 
finite tangenti alla curva, ed i punti di contatto stanno sopra una retta, che con- 
tiene il polo. Ciò spiega la completa indeterminazione della tangente nel polo. 

h) L'ultima proprietà della spirale iperbolica appartiene anche ad al- 


tre curve, ed in particolare alla cocleoide, linea rappresentata dall’ equazio- 

send A 7 . sen(lo—0) sen r 

ne r=a—— . Infatti cotw =— = cotð — —, ossia —__‘=--=—, 
0 p 6 sen w 0 a 

e d’altra parte nel triangolo OMS, il cui vertice S sta alla intersezione della tan- 


gente in M con la retta simmetrica dell’asse polare rispetto al raggio vettore, si ha 


rsenw 


ad NE Flos: j 
vale a dire che S appartiene alla circonferenza di raggio a, col centro nel polo. 


*) Clifford « I senso comune nelle scienze esatte » p. 198. 
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Dunque le tangenti negli infiniti punti, che appartengono ad uno stesso raggio 
vettore, concorrono in un punto della predetta circonferen- 
za, proprio come avviene per la spirale iperbolica, tranne 
che il punto di concorso S è il simmetrico del punto fisso A 
rispetto al raggio vettore nel caso della cocleoide, mentre 
per l’altra curva il punto S appartiene alla perpendicolare 
elevata dal polo al raggio vettore. 

î) La curva rappresentata dall’equazione o n 


si chiama guadratrice, e consta d'una infinità di rami, fra i quali uno, com- 
preso fra gli assintoti y = + ra, ha qualche rassomiglianza con un ramo di cate- 
naria di eguale resistenza, ed è particolarmente notevole per l’applicazione fat- 
tane dagli antichi *) al problema della quadratura del cir- 
colo. Si costruisce la normale in un punto qualunque osser- 
vando che la projezione della normale polare sull’asse po- 
lare è costante. Infatti da rsen0 — a0 si ricava, derivando, 


rcosì + rsend=a . 


| ; 5 CA 0 
Dall’equazione in coordinate cartesiane (v =acot 2) si de- 
a 


2 
duce, ponendo per woot = il suo sviluppo 4a -2+ *-, che 
a 


la curva, intorno al vertice, tende a comportarsi come la parabola æ? = 8ay. 

J) Se a tutti i raggi vettori d'una curva si aggiunge o si sottrae una lun- 
ghezza costante, si ottiene un’ altra curva, che si chiama concorde della prima. 
Siccome la funzione 7” resta invariata quando ad » si aggiunge una costante, si 
vede subito che le normali a tutte le concoidi d'una curva, nei punti situati 
sopra uno stesso raggio vettore, concorrono in un punto della perpendicolare 
elevata dal polo al raggio vettore. Con ciò si ha il 
mezzo di costruire le normali ad una curva quando si 
conoscono le normali ad una delle sue concoidi. È inte- 
ressante osservare che le concoidi d'una spirale di Ar- 
chimede rispetto al polo son tutte uguali alla spirale 
stessa, e ne rappresentano le infinite posizioni possibili 
intorno al polo. Notevole è la concozde propriaménte 
detta, ossia la concoide della retta, che ha due forme differenti secondo che il 
segmento da aggiungere o sottrarre ai raggi vettori è minore o maggiore della 
distanza fra la retta ed il polo. Questa curva fu ideata, come la quadratrice ed 
altre curve, per trisecare **) gli angoli. 

k) Più importante ancora è la concoide del circolo rispetto ad uno dei suoi 
punti: "—acos0 ---d. Essa si chiama lumaca, ed ha tre forme differenti se- 
condo che la lunghezza & (che si può sempre supporre positiva) è minore di @, o 
compresa fra a e 2a, o maggiore di 2a. Per B=a si ha una speciale lumaca, 
detta cardioide, che separa, per così dire, il tipo delle lumache che contengono 


*) Vedi le « conferenze» di Klein «sopra alcune questioni di Geometria elementare » 
(trad. F. Giudice, p. 48). 
**) Klein: « Conferenze, ecc, » p. 38. 
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il polo, e son provviste d'un cappio interno (b <a), dalle altre (> a) che non 
contengono il polo. Per sapere, intanto, se la curva passa nel polo, e quali rette 
tocca in questo punto, basta porre r= Q, per ricavarne cost =—d:a, equa- 
zione che fornisce valori reali di 0 solo per 
b<a. Per sapere se la curva incontra in altri 
punti l’asse polare bisogna porre 0 =nr, e 
portare la lunghezza r= (—1)"a 4 8 nel sen- 
so positivo dell’ asse polare, o nel senso nega- 
tivo, secondo che » è pari o dispari. Si otten- 
gono così due punti, situati alle distanze a-4- ð 
ed a —d dal polo, e si vede che per bœa la 
curva circonda il polo in tutte le direzioni. Più 
oltre si vedrà che solo per è 2 2a essa è tutta 
convessa. Per costruire Ja normale in un punto qualunque M basta congiungere 
M col punto diametralmente opposto, sulla circonferenza, al punto di que- 
sta, che sta sul raggio vettore OM. 

l) Se ad una curva r= f(0) se ne fa corrispondere un’altra, definita dal- 
l'equazione 

ar) 


"—a+r0) 

basta osservare che r*:r'— f?:f' per convincersi che le tangenti nei punti delle 
due curve, che appartengono ad uno stesso raggio vettore, concorrono sulla 
perpendicolare elevata dal polo al raggio vettore. In particolare, fra le curve 
che corrispondono alla retta r= p:ecos0, si trova la conica r= p:(1-+-ecosì), 
e si ottiene così una costruzione delle tangenti ad una conica, che in fondo equi- 
vale alla nota proprietà: se due rette si tagliano ortogonalmente in uno dei 
fuochi d’una conica, ciascuna di esse incontra la direttrice, corrispondente al 
fuoco che si considera, nel polo dell'altra. 

m) Si chiamano spirali sinusoidi *) le curve rappresentate dall’ e- 
quazione r"—=a"senm0. Siccome si ha 7'r’ = a™ cos mô , tgw =r:r' = tg mð, 
si vede che w varia proporzionalmente a 0, vale a dire che, se il raggio vettore 
ruota uniformemente intorno al polo, la tangente ruota uniformemente in- 
torno al punto di contatto. Per questa ragione le spirali sinusoidi si chiamano 


anche linee ad inflessione proporzionale. Esse comprendono 

pA parecchie curve notevoli, come la parabola (col polo nel 

x : fuoco) per m == — '/,, e.l’iperbole equilatera (col polo nel 
ditte centro) per m = — 2. Per m =t/, si ritrova la cardio- 
Do ide, e per m=? si ottiene un’altra notevole curva, detta 


lemniscata. Questa, come ogni altra spirale sinusoide corrispondente ad un 
valore positivo di m, passa nel polo, ed è tutta raccolta a distanza finita, mentre 
le spirali corrispondenti a valori negativi di m si estendono all’ infinito, e non 
contengono il polo. 


11. La proposizione fondamentale del Calcolo (V, 2) si può anche uti- 


*) Per le proprietà di questa e di altre curve vedi Cesàro:« Lezioni di Geometria intrin- 
seca» p. 45. 
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lizzare in forma geometrica. Se, per esempio, si tratta di costruire la tan- 
gente ad una curva, in un punto M, si può al punto M', infinitamente vicino 
ad M sulla curva, sostituire un punto M” infinitamente vicino ad M’, pur- 
chè la distanza M'M” sia infinitamente piccola rispetto ad MM’, vale a dire 
che si abbia lim(M'M"”;:MM’)=0. Infatti, ammessa l’esistenza della tan- 
gente, a cui tende MM’, anche MM” deve tendere alla medesima retta, per- 
chè nel triangolo MM'M", qualunque sia l’angolo in M”, si ha 


lim sen M'MM” = lim yy Sen MM'M=0 r 


Diamo qui appresso alcuni *) esempii: 

a) Quando un circolo rotola, senza strisciare, sopra una retta, ciascun 
punto della sua circonferenza descrive una curva, che si chiama cicloide. Siano 
N ed N' i punti nei quali il circolo, considerato in due posizioni infinitamente vi- 
cine, tocca la retta, e siano M ed M' le corrispondenti posizioni di quel punto 
che descrive la cicloide. Per passare da M ad M' si può evidentemente imma- 
ginare che il circolo prima ruoti intorno al suo centro in modo da portare in L 
il punto M, allontanandolo così da N per un arco ML 
uguale ad NN'; e poi che il circolo stesso si trasferisca, 
parallelamente alla retta, nella sua seconda posizione, in 
modo che il punto M, già venuto in L, vada poi in M’, 
descrivendo il segmento LM'== NN’. Orbene su questo 
segmento si può ad M’ sostituire un punto M”, tale che 
LM"”—LM, trascurando così la differenza LM'— LM" = 
arco LM — corda LM, infinitesima del terzo ordine; e la normale in M alla cicloide 
si potrà considerare come limite della perpendicolare abbassata da L su MM”. In- 
tanto, se le parallele condotte per L ed M alla retta fissa incontrano la circonfe- 
renza in P e Q, è chiaro che, essendo isoscele il triangolo LMM”, la suddetta 
perpendicolare divide per metà l'arco MNP, e però la normale in M divide per 
metà l'arco MNQ, cioè passa per N. Questa proprietà sarà più innanzi confer- 
mata dal calcolo. 

b) Consideriamo la curva descritta dal vertice M d'un angolo costante, i 
cui lati si spostano nel piano tangenzialmente a due curve date. Siano P e Q i 
punti di contatto per una data posizione dell’ angolo; siano P’ 
e Q' gli analoghi punti quando il vertice si trova nella posi- 
zione M', infinitamente prossima ad M; sia M” il punto co- 
mune alle parallele condotte per P e Q ai lati dell'angolo nella 
seconda posizione, e si noti che le distanze di M” a questi lati 
sono generalmente infinitesime del secondo ordine, perchè cia- 
scuna di esse è uguale alla distanza fra la tangente ad una cur- 
va ed un punto infinitamente vicino al punto di contatto. È facile dedurne che 
anche M'M” è infinitesimo d'un ordine superiore, e però la tangente cercata è il 
limite della retta MM"; ma, per l’ eguaglianza fra gli angoli M ed M”, il punto 
M” appartiene alla circonferenza fissa MPQ, e però MM” tende a toccare, in M, 


*) Il lettore troverà più estese applicazioni di questo principio nei vecchi ma sempre interes- 
santi « Éléments de Calcul infinitésimal » di Duhamel (t. I, livre I). 
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questa circonferenza. Dunque la normale, in M, al luogo dei vertici, si ottiene 
congiungendo M col punto d’incontro delle normali in P e Q alle curve date. 

c) Si chiama pedale d’una curva, rispetto ad un punto qualunque O, il 
luogo dei piedi delle perpendicolari abbassate da O sulle tangenti alla curva. Se 
M è un punto di questa curva, e P la projezione di O sulla tangente in M, la 
normale in P alla pedale si costruisce congiungendo P al punto medio di OM. 
Questa costruzione si deduce subito dalla precedente, 
dopo avere osservato che, nel caso attuale, l'angolo è 
retto, ed una delle curve si riduce ad un punto. Così, per 
esempio, si ritrova la costruzione già ottenuta ($ 10, 4) 
per le normali ad una lumaca, giacchè si constata facil- 
mente che la curva "=a4cos0 -+8 si può anche con- 
siderare come pedale d'un circolo di raggio b rispetto ad 
un punto, situato alla distanza æ dal centro. In parti- 
colare, se si hanno due circoli tangenti, uno dei quali 
doppio dell’ altro, la pedale del circolo esterno, rispetto al punto di contatto, è 
concoide del circolo interno : essa è una cardioide. 

d) Per finire si consideri un’ ellisse. Siano M ed M' due punti infinita- 
mente vicini su questa curva, siano F ed F' i fuochi, e si projetti M in P su 
M'F, ed M' in P’ su MF. A prescindere da infinitesimi del secondo ordine si può 
scrivere 


M'P=M'F—MF , MP=MF-MF', M'P-MP'=(M'F-}-MF)-(MF-+MF)20. 


Je Patio.) 

Dunque M'P= MP'; poi, dividendo per MM', si ottiene cosMM'F = cos M'MF', 
ar er 

e finalmente, passando al limite, TMF = TMF’, cioè la tangente è ugualmente 
inclinata sui raggi vettori. È questa una proprietà caratteristica dell’ellisse, giac- 
chè dall’ultima eguaglianza si trae, seguendo il cammino inverso, M'P = MP; 
quindi, scrivendo AMF per M'P, e — AMF' per MP’, si ottiene l’ eguaglianza 
esatta AMF + dAMF'—0, e finalmente MF +- MF'= costante. In modo analogo 
si conduce la dimostrazione nel caso dell’ iperbole. 


Gurvatura. 


12. Si chiama angolo di contingenza il differenziale sostituibile (cfr. §1) 
all'angolo di due tangenti infinitamente vicine, ed il suo rapporto al diffe- 
renziale dell'arco si chiama curvatura della linea nel punto che si consi- 
dera. Evidentemente, se ọ è l'inclinazione della tangente sopra una retta 
fissa, langolo di contingenza è dg, e però la curvatura è misurata dalla 
derivata di 9 rispetto all'arco s. Per giustificare la precedente definizione 
della curvatura si osservi che, se fuori del punto M si prende, sulla curva, 
un punto M’, abbastanza (cfr. $ 2) vicino ad M perchè l'arco MM' sia tutto 
convesso da una parte, è naturale dire che questo arco è, per un dato va- 
lore ðs della sua lunghezza, tanto più curvo quanto più grande è l’angolo dg 
delle tangenti estreme, ed è per conseguenza naturale assumere come mi- 
sura della curvatura del detto arco il rapporto dg:8s, che tende appunto 
a dg:ds quando, fissato M, si fa tendere M' ad M. Ciò premesso, se la 
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retta fissa è l’asse delle ascisse, i coseni direttori della tangente sono 
pag , s PEA , 
ds ds 
e da queste uguaglianze si deduce, derivando, 
dr dg d°y 


Lai 2i i Te: 
i a dii 


poi (V, 11, d) 
1 dad’y—dyd°x dg 


mag pria i — 


Nel caso d’una circonferenza di raggio p questa formola ci dice che la cur- 
vatura è costantemente espressa, in tutti i punti, da —; e però si può asse- 


rire che la curvatura una linea piana qualunque è misurata, in ogni 
punto, dalla curvatura della circonferenza del suo circolo osculatore (III, 
32, e). È per questo che il raggio ed il centro del circolo osculatore si chia- 
mano anche raggio di curvatura e centro di curvatura. 


13. La definizione della curvatura si può anche giustificare per altra 
via, assumendo prima come misura della curvatura d’ una circonferenza il 
numero inverso di quello che ne misura il raggio, come evidentemente si 
può fare dopo avere osservato che le piccole circonferenze sono, nel senso 
volgare della parola, più curve delle grandi. Dopo ciò, per misurare la cur- 
vatura d'una linea qualunque nel punto M, si considerino tutte le circon- 
ferenze che toccano in M la linea stessa, e che insieme a questa rivolgono 
la loro concavità tutte in un senso. È chiaro che, sempre secondo il concetto 
intuitivo che si ha della curvatura, si può dire che la linea data è più curva 
delle circonferenze esterne, meno curva delle interne, e si è in tal modo 
condotti ad asserire che la linea è tanto curva quanto la circonferenza del 
circolo osculatore, purchè prima si dimostri che questa appunto è la linea 
che separa le circonferenze esterne dalle interne. Ed infatti, se r è il raggio 
di una circonferenza tangente alla curva in M, ed % la distanza di M' alla 
circonferenza stessa, si ha 


(2r +- Ah) h = (de + rseng) + (y — recos) — r? ; 
poi, trascurando gli infinitesimi d’un ordine superiore al terzo, 


a da dy — dy dx 
ds 


ovvero, ricordando ciò che si è detto nel $ 5, 


rh 1-2 


Ped d? dad’*y—dyd*x  dad*y—dyd*x 
yir 2ds gary F 


Intanto, se si prende s per variabile indipendente, 


s ds? Il 

dad’y—dyd'’a=— , bibi i ie . 
p 

20 
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ds? / 1 1 ds? dp 
SERA a I 
2 NA p Öp 

In generale % è un infinitesimo del secondo ordine, positivo o negativo, in- 
torno ad M, secondo che r<p o r>p, vale a dire che i punti M' suffi- 
cientemente vicini ad M sono tutti esterni o tutti interni al circolo, secondo 
che questo è più piccolo o più grande del circolo osculatore; ma per r=p 
la distanza % diventa infinitesima d'un ordine superiore al secondo, ed ha 
il segno di dp. Ne segue, se la derivata di p rispetto ad s si suppone con- 
tinua e diversa da zero in M, e se la curva s' immagina percorsa nel senso 
in cui l'arco s va crescendo, che i punti M' sufficientemente vicini ad M 
sono, prima di M, interni al circolo osculatore, ed esterni dopo, 
se la curvatura va decrescendo; ed invece, quando la curvatura 
cresce con $s, i punti M’ sono esterni prima di M, ed interni 
dopo. Dunque, in generale, ¿l circolo osculatore attraversa la 
curva nel punto stesso in cui la tocca. Tuttavia può darsi che 
ciò non avvenga nei punti in cui si annulla dp, e nei quali, per conseguen- 
za, h diventa infinitesima almeno del quarto ordine; ma, in tutti i casi, ¿l 
circolo osculatore in un punto M è caratterizzato dalla proprietà di avere, 
dai punti M' infinitamente vicini ad M, distanze infinitesime Cun ordine 
superiore al secondo. 


Dunque 


14. Se H è il punto d’incontro delle normali in M ed M’, è facile dimo- 
strare che il centro di curvatura, in M, è la posizione limite del punto H, 
quando, fissato M, si fa tendere M' ad M. Infatti, se si rappresenta con n 
la lunghezza del segmento MH, la distanza di M alla normale in M’, evi- 
dentemente uguale ad 2.sendg, si può d'altra parte esprimere come somma 
delle projezioni di ðv e y sulla tangente in M', dimodochè 


nsendp= cos (ọ -+ do). dx -+- sen(9-|- dg). dy ; 


quindi, se si chiama p il limite di v», si ha pdẹ = cosg.d7 + seng.dy = ds, 
vale a dire che p è proprio il raggio di curvatura. Si può dunque aftermare 
che le normali in punti infinitamente vicini ad M passano a distanze infi- 
nitesime dal centro di curvatura in M; ed è poi facile apprezzare queste di- 
stanze osservando che si ha, a prescindere da infinitesimi superiori, nell’ i- 
potesi che la variabile indipendente sia @, 


n = (coso. dx + seng.dy)cot do = 


e finalmente n= p + '/2dp. 


15. Esercizii: a) Proponiamoci di costruire i centri di curvatura delle linee 
che più frequentemente si adoperano nella pratica, e cominciamo dalla più sem- 
plice di tutte, dopo il circolo, ossia dalla spirale logaritmica (r= ae"9) , che del 
resto si riduce ad un circolo per m=0. Siccome r=mr,r =mr=m?r, si ha 
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r°— rr, e p diventa uguale a Vr r°=—n. Dunque (efr. $ 10, e) il centro di 
curvatura è N, vale a dire che nella spirale logaritmica il raggio di curvatura 
è uguale alla normale polare. Questa proprietà apparisce evidente se, ricordando 


le cose dette nel precedente paragrafo, si osserva che il punto H, comune alle 
aa, E 
normali in M ed M’, appartiene alla circonferenza OMM’, giacchè OMH =0M'H. 


Quando M’ tende ad M, la circonferenza tende a diventare tangente alla curva, 
in M, e però H tende a confondersi con N, punto diametralmente opposto ad M 
sulla circonferenza limite. Precedentemente si è visto che la tangente polare, cioè 
MT, rappresenta la lunghezza dell’ arco, contato a partire dal polo; ed ora si noti 
la relazione p= ms, che si legge, per così dire, nel triangolo NMT. Per ogni 
curva piana si può considerare l’analoga relazione fra s e p, che $i chiama equa- 
zione intrinseca della curva, ed è sufficiente *) per definirne la forma. 


z rr t . . 
b) Per la logaritmica (y= ae") si ha y'= Z =tg9, Y =", quindi 
È 
vt E E ig 
~ y”  y'costp sengcos'g seng | cosg 


Siano T ed N i punti nei quali la tangente e la normale incontrano l’assintoto. 
Se la perpendicolare elevata da T all’assintoto incontra in H la normale, #2 rag- 
gio di curvatura è lungo quanto il segmento NH, e però il centro C si può co- 
struire prendendo HC = NM. 


c) Per l'iperbole equilatera, riferita agli assintoti, si ha 


2 } a y 
y=—riy=caq4 = 7a 
th lhi æ 
> ta È 
e però MTO= 0; poi 
2a? 2y : Tix 7? p3 
Moni sn 1+y cd ei : TET 


Dunque ¿l raggio di curvatura varia proporzionalmente al cubo del diametro. 
Per costruire il centro di curvatura si osservi che si ha 
ja r3 r 


PT aa Bay — Pro. bile 


Dunque MC= MQ, cioè č? centro di curvatura è simmetrico di Q rispetto ad 
M. Qui notiamo che, se si prendono altri due punti M’ ed M” sulla curva, il seg- 
mento rettilineo, che va dal centro del circolo MM'M” all’ ortocentro del trian- 
golo MM'M, è diviso nel rapporto di 1 a 2 dal baricentro dello stesso triango- 
lo, e che, d'altra parte, per una nota proprietà dell’ iperbole equilatera, l’ortocen- 
tro appartiene alla curva. Dunque, se M’ ed M” tendono ad M, siccome il ba- 
ricentro ed il centro del circolo circoscritto tendono a confondersi rispettivamente 
con M e con C, è chiaro che l’ortocentro tende al punto H d'incontro della nor- 
male con l’altro ramo dell’iperbole, e che si ha MH=2g. In altri termini #2 dia- 
metro del circolo osculatore in un punto qualunque di un’iperbole equilatera 
è uguale al segmento che la curva stessa determina sulla normale. 


+) «Geometria intrinseca » p. T. 
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d) Notevole è la cardioide, anche per la facilità con cui si lascia rettifi- 
care. Da "= a(1-{- così) si deduce, successivamente, 


È ds / 12 ð 
r= —asenĝĵð , =! rr = a00 4 s= > 
ponendo nel vertice A l'origine degli archi. Se il raggio vettore OM incontra in 
L la circonferenza che passa per A, col centro nel polo, si vede che l’ arco AM 
è lungo quanto il segmento rettilineo AL. Ne segue, in particolare, che la lun- 


ghezza dell’ intera cardioide è 8a. Inoltre 


n3 


TR a ALE 2 ate: È DI radi DE iz 
r'=—acosì , 7 —rr'—=a*(14così)=!/;2°, = LO ra 
Dunque ¿l centro di curvatura, in M, divide la normale polare MN nel rap- 
porto di 2 ad 1. Finalmente si noti che l'equazione intrinseca della cardioide 


è s° +-9p°=costante. Se poi si computano gli archi a partire dal polo, si trova 


che la lunghezza dell'arco OM è s=4a(1—sen 5) e d’altra parte la lun- 
2 

ghezza della corda OM è r=a(l + così) =s — = A questa relazione si può 
anche giungere per via geometrica, dopo avere osservato che, in virtù dell’equa- 
zione stessa della cardioide, la perpendicolare condotta per A ad OM passa nel 
simmetrico di L rispetto ad M; quindi AL*—4a.2ML, ossia (4a—s)*=8a(2a—r), 
ecc. Ne segue che, quando M tende ad O, la differenza fra l’arco e la corda è in- 
finitesima, non del zerzo ordine (cfr. §5), ma del secondo: ciò si deve al fatto 
che, in O, la curvatura è infinita, 

e) Dall’equazione delle spirali sinusoidi r"=a"senm0 si deduce rr" = 
a"cosm@, poi (m —1)r” r? r" =— mr", cioè (m—1)r°+ rr" =— m, 
e finalmente 7°— rr”= m (1? r°). Dunque 


3 Mo 
È (r? an r”)? da V, ne Sy n 
atm) En Tpm’ 

vale a dire che ¿l raggio di curvatura è proporzionale alla normale polare. 
Per m=—2 e per m==!/, si ritrovano le precedenti costruzioni del centro di 
curvatura dell’ iperbole equilatera e della cardioide; per m=2 si ottiene l'ana- 
loga costruzione per la lemniscata; per m= —'/, si trova che, nella parabola, 
la perpendicolare condotta per il fuoco al raggio vettore divide per metà il raggio 
di curvatura; ecc. Finalmente facendo m =Q si ricade sulla costruzione trovata 
per la spirale logaritmica. Per questa ragione, siccome d'altra parte l!’ equazione 
r"—a"senm0 diventa illusoria per m=0, si suole considerare anche la spi- 
rale logaritmica come una spirale sinusoide, corrispondente al valore 0 dell’in- 
dice m. Essa è come la linea di separazione fra la classe (cfr. $ 10, m) delle spi- 

rali sinusoidi finite, e quella delle spirali sinusoidi che si estendono all’ infinito. 
f) Le due classi di spirali sinusoidi si deducono l'una dall’altra per inver- 
sione. Si chiama così quella trasformazione geometrica, che fa corrispondere a 
ciascun punto del piano il suo reciproco rispetto ad un circolo fisso. Se r= f(6) 
è l'equazione d'una curva qualunque, "= a?:/(0) è l’ equazione della sua inversa 
rispetto ad un circolo, che ha il raggio a ed il centro nel polo. Così la spirale di 
Archimede e la spirale iperbolica, la cocleoide e la quadratrice, l’iperbole equi- 
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latera e la lemniscata, la parabola e la cardioide, e più generalmente due spirali 
sinusoidi con indici m uguali, ma opposti nel segno, ci offrono altrettanti esem- 
pii di curve inverse. È dunque utile sapere come si costruiscono i centri di curva- 
tura d’una linea quando si sanno costruire quelli d'una sua inversa. Lasciamo al 
lettore la cura di far vedere che, in due punti che si corrispondono su due curve 
inverse, le tangenti sono antiparallele rispetto al raggio vettore ed # centri di 
curvatura sono in linea retta col centro d’inversione. 


g) Si chiama asteroide la curva rappresentata in coordinate cartesiane 
2 2 2 


dall’equazione «2*-4+y*= a?. Simmetrica rispetto agli assi, la curva è costituita 
da quattro archi uguali, tangenti agli assi negli estremi. Sia AB uno dei qua- 
dranti, e si fissi nel suo punto di mezzo (æ = y =4:2 V2) l’ origine degli archi. 


Evidentemente ; i 


y=-(2), Vi4y e , sa Ma. 


j XL 


Ne segue, in particolare, che la lunghezza dell’ intera curva è 6a. Inoltre 
+ 1 
2\3 
y"=> (5) , p= Bary)" ; 

poi un calcolo facile mostra che 4s*+p*==costante è l'equazione intrinseca dell’a- 
steroide. Ma più agevolmente si riesce a scoprire le proprietà di questa curva, con- 
siderandola come un luogo geometrico, definito nel 
modo che segue. Dall’origine, col raggio a, si de- 
scriva la circonferenza, e ciascun punto di questa, L, 
si projetti prima sugli assi, in P e Q, poi su PQ, in 
M. Il luogo di M è un’asteroide, perchè, se si rap- 
presenta con 0 l’ angolo AOL, si ha MP =asen’ð , 
MQ = a cos?ð ,' e però le coordinate di M sono 


œ =MQ.cosð = acos’ð , y = MP.send=asen?0 , 


2 2 2 
e soddisfano, come si vede, all equazione #*-|-y*—=a. Ciò premesso, si ha 


dæ = —Basen0 cos°0d6 , dy=3acosìsen?0d0 , ds=8asend cosìdì . 


Dunque, in primo luogo, l'inclinazione della tangente sull'asse delle œ è m—0, 
vale a dire che la tangente in M è la stessa retta PQ. Ne segue subito che čl 
segmento determinato dagli assi sulla tangente è costantemente uguale ad a. 
Inoltre, se l’origine degli archi si pone nel punto medio dell'arco AB, si ha 
s=—/,4c0s20, e però 


arcoMA =*/,a(1— cos20)=*/,asen?9=?/,MP . 


Dunque gli archi MA ed MB si possono subito rettificare, sulla tangente, pro- 
lungando per una metà i segmenti MP ed MQ. Finalmente il raggio di curva- 


tura, a prescindere dal segno, è 


Petto x 
prato /,asen20 , 


e si vede nuovamente che 4s°-|-p*—=°/,a°; poi, se si osserva che ML=asenbcosì, 


Wwww.rcin.org.pl 


—- 158 — 


si ottiene p—83ML. Dunque ¿l raggio di curvatura è triplo di ML. Se poi si de- 
signa con L' l’altro punto d'incontro della normale con la circonferenza, si può 
anche dire che #/ centro di curvatura è il simmetrico di L' rispetto ad M. 

h) Nelle coniche la curvatura varia come il cubo della distanza fra 
la tangente ed il centro. Se, per fissare le idee, si prende un’ellisse, riferita ai 
suoi assi, si può dall’equazione b?x? + a?y? = a°0* successivamente dedurre 


bVatbayy=0 , bd-+ay"+ayy"=0 , ayy'=—b; 
poi, introducendo la distanza del centro alla tangente 


rai) O L? 


h= = —— 

Viy’ WVipy’ 
e scegliendo convenientemente il segno di p, 
ab? 

h3 
Altre forme di p si ottengono cercando di far comparire, invece di h, la lun- 
ghezza l del semi-diametro conjugato ad OM, o la lunghezza n del segmento MN 
di normale, compreso fra il punto d'incidenza e l’asse focale. Basta infatti osser- 
vare che /h—=ab,nh=b*, per trovare 
g? n? 

parei , PT pi 1 
All’ultima formola si giunge rapidamente se si fa uso di coordinate polari. Infatti, 
essendo »= p:(1—Acos0) l'equazione della conica, riferita ad un fuoco F come 


polo, ed all’ asse focale come asse polare, una nota formola (V,11,4d), in cui si 
pone 


; 


p= 


l— k cos k k l 
= — T aa E T A = — 0086 -f =, 
Í P f p i fer F 


ci dà subito 


3 
__(»°— 2kr"cos0 4- k?r?)? 
Cai dana ° 
Intanto si noti che nel triangolo FMF', poichè MN è bisettrice dell'angolo M, si 
ha (ricordando che MF + MF'==2a, NF -+ NF'= 2ka) 


FN FM 
Pala VANE FN=A4r ; n*=r°—2kr*così0 +-4%? , 


Si ricade così sulla formola ottenuta precedentemente. 
i) Ed ora, interpretando geometricamente l’ultima forma di p, cerchiamo 
di costruire il centro di curvatura in un punto d’ una conica. Prima osserviamo 


che, se si projetta FNM su FM, si trova 
M 


nceosgp==r — krcos0=p, 


p vale a dire che la projezione della normale sul raggio vet- 


7 tore è costantemente uguale a p. Ciò premesso, si ha 
Xx N P’ 


S n? n 
(H =n n è 


Dunque per N si elevi la perpendicolare alla normale fino all'incontro con un 
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raggio vettore, in P; poi da P si elevi la perpendicolare al raggio vettore: 
questa incontra la normale nel centro cercato. Alcune semplici considerazioni di 
geometria infinitesimale conducono per altra via alla medesima costruzione. Po- 
sto MF =r , MF'=r', se M' è infinitamente vicino ad M si ha, confondendo la 
retta MM' con la tangente in M, e valutando in due modi le distanze di questa ai 
fuochi, 


rcosg = (r -+ dr) cos (e + dg — 2) , r'cosp=(7'-| dr’) cos (e + dg + 2) 7 


dopo avere osservato che i complementi degli angoli FM'T ,F'M'T hanno i va- 
lori 5 (ọ -+ dọ), aumentati dell’ angolo di contingenza. Se inoltre si osserva che 


dr = — dr = senọ. ds, le precedenti uguaglianze si riducono a 
deg ll , cosg CM dg, l cosọ La. 
ds p ETA E pi; t 
e se ne deduce, sottraendo, 
2 
pcos — r 


A questa formola si giunge anche più Lia osservando *) che l’ angolo 
delle normali in M ed M' è medio aritmetico fra gli angoli, sotto i quali dai fuo- 
chi si vede MM’. Ed ora si noti, per l’interpretazione geometrica dell’ultima for- 
mola, che, essendo i fuochi separati armonicamente dalla normale e dalla tan- 
gente, le loro projezioni sulla normale dividono armonicamente il segmento 7%, 


diguisachè si ha 
9 


ARCI 


n reosg ` r'cosg0 


e finalmente pcos°g = n; ecc. Mediante semplicissime considerazioni geometri- 
che si trasforma poi la costruzione precedente in un'altra 
parimenti utile, dovuta a Mannheim **). La perpendi- 
colare condotta per C ad FF' incontri PP' in Q, e siano 
G e G'i punti d'incontro con MF ed MF' della parallela 
condotta per Q ad FF’. Siccome gli angoli CPG e CQG 


sono retti, i punti C,P,Q,G stanno sopra una circonfe- 
Pei” ma 

renza, e però CGQ=CPQ. Analogamente si dimostra che 

Pr RO ara arri N 

CG'Q = CPQ; e siccome, evidentemente, si ha CPQ = CP'Q, si ha pure 

LZ 


cGQ= Cog, cioè il triangolo CGG’ è isoscele, e però Q divide GG’ per metà. 
Ne risulta che la retta MQ incontra FF' nel punto di mezzo, cioè 
nel centro della conica. Si perviene così a quest'altra costruzione: 
per N si elevi la perpendicolare alla normale fino all'incontro 
col diametro, in Q; poi da Q si conduca la perpendicolare al- 
` l’asse focale: questa incontra la normale nel centro di curvatura. 

J) La prima costruzione del centro di curvatura d'una co- 
nica ci mette in grado di costruire, in un punto, il centro di 
curvatura della pedale d’una curva qualunque, rispetto ad un punto dato, 


*) Duhamel « Éléments de Calcul» (t. I, p. 178). 
**) « Cours de Géométrie descriptive » p. 175. 
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quando si conosce il corrispondente centro di curvatura della curva stessa. Al 
punto M della curva data corrisponda, sulla pedale, il punto P, sia cioè P la pro- 
jezione d’un punto fisso O sulla tangente alla curva, in M. Il centro di curva- 
tura di questa linea si projetti su OM, in Q, poi si projetti Q sulla normale MC, 
ed il punto N così ottenuto si congiunga ad O. I! centro di cur- 
vatura della pedale, in P, sta all'intersezione K di ON con la 
normale, in P, alla pedale. Infatti, quando si trascurano gli in- 
finitesimi d’un ordine superiore al secondo, alla curva data si può, 
intorno ad M, sostituire la circonferenza del circolo osculatore, o 
qualunque altra curva che in M ammetta il medesimo centro di 
curvatura C; ed è chiaro che alla pedale della curva data, ri- 
spetto ad O, verrà a sostituirsi, intorno a P, la pedale della nuova curva, senza 
che ne rimanga alterata la posizione del centro di curvatura K. Intanto si sa dalla 
Geometria analitica che la pedale d’ una conica rispetto ad un fuoco è la circonfe- 
renza descritta sull’asse maggiore come diametro. Dunque possiamo affermare che 
K è il centro d'una conica, che ha un fuoco in O, passa per M, ed ha in C il 
corrispondente centro di curvatura. Ora dalla costruzione apparisce evidente che 
tale conica è appunto quella che ha l’asse focale ON. Dunque K appartiene ad 
ON. Il lettore potrà esercitarsi ad applicare questa costruzione alla lemniscata, 
considerata come pedale d’ una iperbole equilatera, rispetto al centro, ed alla car- 
dioide, pedale d'una circonferenza rispetto ad uno dei suoi punti, ed in tal modo 
ritroverà, con l’ajuto di considerazioni geometriche elementarissime, le costruzioni 
particolari già segnalate. 

k) Quando si applica alla parabola la prima costruzione del centro di cur- 
vatura d’una conica, si riconosce facilmente, per mezzo di eguaglianze di angoli, 
che i triangoli MFN, HFN sono isosceli, e se ne deduce che MH è diviso per 
metà da F, Si ricade così sulla costruzione già trovata, in virtù della quale si può 
dire che la parabola è una spirale sinusoide, col polo nel fuoco. Ma se invece 
del fuoco è data la direttrice, conviene sostituire alla 
costruzione precedente quella che ora ne dedurremo per 
mezzo di semplicissime osservazioni, Si projetti M in G, 
sulla direttrice, e sia S il punto d'incontro della normale 
con la direttrice. I triangoli rettangoli MFR., MGS sono 
uguali, perchè hanno uguali gli angoli in M, ed inoltre, 
per una notissima proprietà della parabola, è MF = MG. 
Sono dunque uguali fra loro le ipotenuse MR , MS. Ne 
segue che ¿l raggio di curvatura è doppio del segmento 
di normale, staccato dalla direttrice a partire dal punto d'incidenza. E sicco- 
me si chiamano linee di Ribaucour tutte quelle linee che hanno il raggio di 
curvatura proporzionale alla normale cartesiana, si può dire che la parabola è 
una linea di Ribaucour. 

2) Anche la catenaria è una linea di Ribaucour. Infatti, siccome si è 
dimostrato che, nel triangolo rettangolo MPN, la projezione di MP = y sull’ipo- 
tenusa MN=% è MQ=a, dimodochè si ha y° = ar, dall’equazione della curva 


z = Aa 7 n` 
y=5 ("+e 3 si deduce y =z te Pjes p e eE, 
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Dunque č? centro di curvatura è simmetrico di N rispetto ad M. Si è anche 
visto precedentemente che l'arco s, contato a partire dal vertice A, è uguale 
a PQ. Ne segue che nel triangolo MPN si ha s* = MQ.QN; qaladi; essendo 


n=MQ+-QN, si vede che l'equazione intrinseca della catenaria è p=a+®. 


m) Per la catenaria di eguale resistenza (u=-— alogcos 2) si ha 
a 
’ x 12 } , l a 
tac VI ci '= = 
Pa pi val) PR - BeA PA 
cos— acos? — cos— 
a a a 


cioè pcosọ = a. Dunque la projezione del raggio di curvatura sull'asse di sim-` 
metria della curva è costantemente uguale ad a. Meno facile è il calcolo di s, 
che potremo eseguire nella terza parte del corso; ed allora saremo in grado di 
vedere che l’equazione intrinseca della catenaria di eguale resistenza è 


art: 24 
= (+e È. 


n) Altra importante linea di Ribaucour è la cicloide (cfr. $ 11, a). Rife- 
riamoci alla figura, ed osserviamo che, essendo (per definizione) ON—=arcMN=-a0, 
le coordinate di M sono 


x==0N—PN=a(0—senl) , 
y=PR+RM=a(1— così) . 
Ne segue 
de=a(1—cos0)d0 , dy=asen0dì ; 


dti 0 È tane, dr 
quindi dy:da=cot—. D'altra parte MLN ='/, MQN=4'/,0. Dunque ML è la 


tangente, e per conseguenza MN è la normale alla curva, in M. Quadrando e 
sommando le ultime uguaglianze si ottiene ds?, poi successivamente 


ds=2asen >. d > s=da(1—cos7)=8asen7, 


ei 


convenendo di contare gli archi a partire dal punto O. La lunghezza d’un arco 
completo di cicloide, ossia d'un arco generato in un giro completo del circolo, si 
ottiene facendo 0 —=27: essa è dunque 8a, cioè quattro volte il diametro del 
circolo generatore. Siccome poi, a prescindere dal segno, l’angolo di contingenza 


è '/,00, si ha subito p=d4asen>, ossia p—-2n. Dunque il centro di curva- 


tura è simmetrico di M rispetto ad N. È questa una proprietà quasi evidente *), 
in virtù di ciò che si è detto in precedenti paragrafi ($$ 14; 10, a). Finalmente, 
se l'origine degli archi si pone nel vertice A (punto medio d’un arco completo), 


si ha s=4a008-, e si vede subito che l’ equazione intrinseca della cicloide è 


s? 4 p = costante. 
o) Più generalmente chiamansi rullette le curve descritte da un punto di 


*) Duhamel], Voc. cit., p. 177. 
21 
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una linea che rotola, senza strisciare, sopra un’ altra linea, fissa nel piano. Per 
tutte le rullette si ha la proprietà, osservata nella cicloide, che la normale passa 
per il punto istantaneo di contatto della linea mobile con la linea fissa. Quan- 
do la linea fissa è una retta, mentre la linea mobile è un cir- 
colo, si ha la cicloide. Nel caso inverso, cioè quando una retta 
rotola, senza strisciare, sopra un circolo, ogni suo punto de- 
scrive una curva chiamata svzl/uppante di circolo. Se 8 
è l'angolo di cui la retta ha ruotato intorno al centro del cir- 
colo, nel senso opposto a quello degli indici d'un orologio, a 
partire dal momento in cui il punto mobile M si trovava in A, 
sulla circonferenza, e se si dirige l’asse delle 2 secondo OA, le coordinate di M 
sono 


e=a(cos9 + 9sen6) , y=a(send — ð cosð) , 


dimodochè si ha 
dy ds 
dæ =a08cos9d0 , dy=a0sendd0 , da 80 , de=a@0d0 , p= ga : 
Dunque la curva si mantiene costantemente normale alla retta mobile, ed ha il 
centro di curvatura nel punto di contatto della retta con la circonferenza fissa. La 
lunghezza dell'arco AM è s= */,a0°”, e però l'equazione intrinseca della svilup- 
pante di circolo è p° = ?2as. 

p) Quando poi entrambe le linee sono circonferenze, si hanno le ipoci- 
cloidi ole epicicloidi secondo che una circonferenza è interna o esterna al- 
l’altra. Noi qui vogliamo limitarci a studiare queste particolari rullette, delle 
quali si vedrà l’importanza nella teoria dei meccanismi; e supporremo, per fissare 
le idee, che un circolo di raggio ma rotoli esternamente, senza strisciare, sopra 
un circolo di raggio a, dimodochè i risultati ai quali perverremo saranno appli- 
cabili tanto alle epicicloidi quanto alle ipocicloidi, secondo che m si supporrà po- 
sitivo o negativo. Immaginiamo che il punto mobile M 
si trovi prima in A, sulla circonferenza fissa, che ha il 
centro in O, e dirigiamo secondo OA l’asse delle ascisse, 
Rotolando la circonferenza di raggio ma, col centro Q, 
nel senso inverso di quello degli indici d'un orologio, 
consideriamola in un’altra posizione qualunque, dopo 
una rotazione m0 della linea dei centri intorno ad O, 
Sia N il punto di contatto delle due circonferenze, ed 
osserviamo che, dovendo essere uguali fra loro, in virtù, 
della definizione, gli archi AN ed MN, l’angolo NQM è necessariamente uguale 
a 0. Ne segue che le coordinate di M sono 


Qua | A +m) cosm0 — mcos(0 + m8)| F y =a} (L-4+m) sen mð — msen (0 + m8)! ; 
quindi 


do=2m(1 + m)ason 5 cos(-$--+m0)at , dy=2m(14 m)asen È sen(3 +m9)d0, 


~ 


e finalmente 


0 de ig ü 
zmt Tm : g *(1-+.m)asen > - 
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L’ inclinazione della tangente sull'asse delle æ è dunque e=3+ mb. Ora, se si 
congiunge M col punto L, diametralmente opposto ad N sulla circonferenza mo- 
bile, l’ inclinazione di ML su Ow è appunto uguale alla somma degli angoli 
QLM =+*/,0 , AON = mð. Dunque ML è la tangente, e per conseguenza MN 


é la normale. Inoltre, se si contano gli archi a partire dal punto A (0 =0), è 
chiaro che dev'essere 


s=4m(1 +m)a(1 — cos z)=sma + m) asen* > ; 


e però la lunghezza d'un arco completo è 8m(1-+m)a. Se invece si computa s 
a partire dal punto di mezzo (0== m) d’un arco completo, si ha 
0 
s=—4m(14m)acos— ; 


i $ 2 
e siccome, d’altra parte, 


all” ds _4m(l+m) Mer 
de 1-+2m di  142wm , i; 


si vede che s° |-(1-|-2m)?p® = costante è l'equazione intrinseca delle epicicloidi 
o ipocicloidi. Per costruire il centro di curvatura si osservi che il segmento di 


0 ; j 
normale MN ha la lunghezza n=?2masen z : l'altro segmento MN’, determi- 


nato sulla normale dalla circonferenza fissa, ha la lunghezza #', che si calcola 
osservando la proporzione (n'—n):n =a:ma, da cui si ricava mn'= (1 -4+ m)n. 
Ciò premesso, si ha 


_20+tm), 
142m 


Dunque C è il conjugato armonico di M rispetto ad NN’, vale a dire che ¿l cen- 
tro di curvatura, in ogni punto M, appartiene alla polare di M rispetto al 
circolo fisso. Questa proprietà si trasforma subito in un’altra osservando che, es- 
sendo il raggio ON’ manifestamente parallelo a QM, se la quaterna armonica 
MNCN' si projetta da O sulla retta QM, siccome la projezione di N' è all’ infi- 
nito, quella di N, cioè Q, divide per metà la projezione di MC, vale a dire che C 
si projetta nel simmetrico di M rispetto a Q. In altri termini: #l centro di cur- 
vatura, in ciascun punto M, si trova su quel diametro del circolo fisso, che 
passa per il punto diametralmente opposto ad M sulla circonferenza mobile. 

q) In particolare per m=0 (purchè si mantenga costante ma, immagi- 
nando che a vada crescendo all'infinito mentre m tende a zero) si ottiene la ci- 
cloide (p=2n). Invece per m= (cioè se si fa crescere m indefinitamente, in 
modo che m0 conservi un valore #) si ritrovano le proprietà della sviluppante 
di circolo (p= n): 


2 
, ovvero —=—-+-- 
p n 


ô 
p="2alimmsen_=at 1 s=8alimm(1-{-m)sen--='/1at*. 


Del resto è chiaro che, in questo caso, confondendosi in uno i punti N ed N', con 
essi deve confondersi anche C. Per m=— '/, si ottiene p=%, e però l’ipoci- 
cloide è una retia, come si riconosce anche eseguendo la costruzione della nor- 
male o quella del centro di curvatura. In altri termini, se una circonferenza ro- 
tola internamente , senza,strisciare , sopra una circonferenza due volte più 
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grande, ciascuno dei suoi punti si sposta lungo un diametro del circolo fisso. 
Questa proprietà, evidente sulla figura, viene utilizzata in 
taluni ingranaggi. Anche la cardioide è un’ epicicloide , 
come si vede subito facendo m=1 nelle formole generali. 
Ciò risulta, del resto, anche dalla figura, giacchè, essendo 
isoscele, per costruzione, il triangolo MLN, il piede H 
della perpendicolare condotta per L ad MN divide MN per 
metà, e però la retta PH è parallela ad OM, d'onde se- 
gue che, se si prende il simmetrico Q di P rispetto ad H, 
completando così il parallelogramma MLPQ, la circonferenza di centro Q, che 
passa per M, tocca in H la circonferenza data. Intanto dall’e- 
guaglianza degli angoli LOP ed LMQ—=0LP segue quella 
degli angoli OPH ed MQH, poi quella degli archi OH, MH 
sulle due circonferenze. Dunque la cardioide si può consi- 
derare come generata da un punto d’ una circonferenza 
che rotola , senza strisciare, sopra una circonferenza 
uguale. Se si applica la costruzione generale del centro di 
curvatura, si ricade sulla costruzione particolare già trovata per la cardioide, per- 
chè il punto C, intersezione di MN con PM', si può considerare come il punto 
d'incontro delle mediane del triangolo NLM', d'onde se- 
© gue HC ='/,MH , MC=4‘/,MH==*/,MN. Finalmente per 
m = —!/, si ottiene l’ asteroide. La figura mostra subito 
che ia circonferenza descritta sulla metà HL del raggio OL 
come diametro passa nel punto M dell’asteroide, e siccome 
l'angolo MQL è manifestamente quadruplo di AOL, l’arco 
LM della circonferenza interna è sempre uguale all'arco AL 
della circonferenza esterna. Dunque l'asteroide si può con- 
sîderare come generata da un punto di una circonferenza che rotola interna- 
mente, senza strisciare, sopra una circonferenza quadrupla. La costruzione 
generale del centro di curvatura conduce alla costruzione ottenuta precedente- 
mente, giacchè per la nota relazione, che deve aver luogo fra i segmenti deter- 
minati dalla trasversale OC sui lati del triangolo MQL, si ha 
QM' OL 
MM OQ 
r) La prima forma della costruzione del centro di curvatura delle epici- 
cloidi o ipocicloidi suggerisce lo studio (che noi qui vogliamo soltanto proporre 
come esercizio ai nostri lettori) delle curve che hanno il raggio di curvatura, in 
ciascun punto M, proporzionale al segmento di normale, compreso fra M e la 
polare di M rispetto ad un circolo fisso. Oltre le precedenti godono di questa 
proprietà infinite altre curve, ed in particolare tutte le coniche. Per queste il cir- 
colo fisso è il circolo concentrico di raggio Va? + 8. Quando, nel caso generale, 
il circolo fisso si riduce ad un punto, si ritrovano le spirali sinusoidi; quando, 
invece, diventa una retta, si hanno le linee di Ribaucour. La famiglia delle 
coniche comprende dunque una spirale sinusoide, col polo nel centro, ed una linea 
di Ribaucour: la prima si ottiene facendo a? + 5*—0, ed è, per conseguenza, 
l’iperbole equilatera; all’altra si giunge facendo crescere indefinitamente a?-+ 2?, 
ovvero immaginando che il centro si allontani all'infinito. Essa è dunque la pa- 
rabola. i 


LO= ».MO=*/,}MC , p=°*/,LC=8ML. 
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Assintoti. 


16. Immaginiamo che due punti tendano a confondersi percorrendo due 
linee, mentre la retta che li congiunge si allontana all'infinito, o gira inde- 
finitamente intorno ad un punto fisso. Se ciò accade (senza escludere che 
possa non aver luogo quando vi è fra i due punti qualche particolare corri- 
spondenza) si dice che le due linee sono fra loro assintotiche. Così, per esem- 
pio, supponiamo che un punto M si allontani all'infinito lungo una linea 
y=f(x), vale a dire che la sua distanza dall'origine tenda ad oltrepassare 
ogni limite, e che per conseguenza almeno una delle sue coordinate vada 
crescendo all’ infinito. Quando ciò avviene per una sola coordinata, potremo 
sempre supporre che questa sia la x, scambiando, se occorre, æ con y. Ciò 
premesso si consideri sopra un’altra linea y=g9(z), per ciascuna posizione 
di M, il punto che ha la medesima ascissa di M, e si supponga che, per « 
tendente all’ infinito (positivo o negativo), la differenza delle ordinate 
f(x) — g(x) tenda a zero. Allora si potrà affermare che le due linee sono fra 
loro assintotiche; ed altreitanto si potrà dire delle linee rappresentate in 
coordinate polari dalle equazioni r= (9) ed r=g(0). Siccome poi anch» 
la differenza f'(2) — g'(x) tende a zero (II, 27, c), a meno che non oscilli in- 
definitamente, si vede che le due linee, oltrechè ad avere un punto comune, 
tendono in generale a toccarsi; ma questo fatto va studiato con maggiori 
cautele. 


17. Se, chiamate x ed y le coordinate del punto M, che si allontana 
all'infinito lungo una data curva, si riesce a determinare le costanti m ed % 
in modo che y—-mz—% abbia per limite zero quando v tende all'infinito 
(positivo o negativo), si potrà dire che la retta y=wmz+% è un assintoto 
della curva data. È della ricerca di questi assintoti rettilinei che noi vo- 
gliamo più specialmente occuparci. Dalla stessa eguaglianza 

lim (y — mæ — h) = 0 


aezi® 


risulta subito che y — mx, ossia x Boa m), tende al limite finito %, e sic- 
æ 
come il fattore x cresce indefinitamente in valore assoluto, è necessario che 
l’altro fattore tenda a zero. Dunque 
lim L= iu r)= 
im —-=m , lim (y—-ma)=A. 
azto 


ezio ML 


In queste due uguaglianze, applicate successivamente, risiede la regola per 
la ricerca degli assintoti quando si fa uso di coordinate cartesiane. Invece 
in coordinate polari l’assintoto potrà essere determinato mediante la sua in- 
clinazione æ sull’asse polare, e la distanza q dal polo. Prima si osservi che, 


l i 3 , : 
se Tio) è l'equazione della curva, f(9) tende a zero quando M si al- 


lontana indefinitamente, e però, se la detta funzione è continua, gli angoli 
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che l’asse polare fa con gli assintoti sono le radici dell'equazione f(0)=0. 
Per completare la determinazione dell’assintoto, corrispondente ad una data 
radice œ, basta osservare che la distanza di M all’assintoto deve tendere 
a zero, e che per conseguenza si ha 


—_@& .. 1 
q==limrsen(6 ee e 70) =m o) d 
e finalmente q =1:f'(a) quando è continua anche f'(0). 


18. Ora vogliamo dimostrare che, allontanandosi M all'infinito, se la 
tangente in M tende ad una posizione limite, questa è necessariamente un 
assintoto. È per questa proprietà che si suole, in Geometria analitica, con- 
siderare gli assintoti come le tangenti nei punti d'incontro della curva 
con la retta all’ infinito. Paragonando infatti l’ equazione della tangente 
Y= Xy4(y— xy") con quella della posizione limite Y=wm,X-+-4,, si vede 
che, ammettere l’esistenza di questa posizione limite vale quanto ammettere 
l’esistenza dei limiti di y’ e di y — xy per æ infinito, dimodochè sia 

limy=m, , lim(y—ay)=A,. 
Intanto si ha, applicando il teorema di l Hospital, 


s . l das . file SÒ 
m=lim> =limy=m, 


poi 
rim 
h=lim(y—ma)=lim —-_=lim(y—ay)=h 


x 
Al medesimo risultato si giunge con altrettanta facilità adoperando coor- 
dinate polari. Infatti la distanza della tangente al polo, computata come nel 
paragrafo precedente, è —rsenw, e non può tendere ad un limite q}, per r 
infinito, senza che w tenda ad un multiplo di ~. Ne segue che, se a, è la 
inclinazione, sull'asse polare, della retta, con cui si suppone che tenda a 
confondersi la tangente, vale a dire se 0 -+-w tende ad un limite @,, esiste 
anche fitto ed inoltre 


r? 
q=lim——- — limi -=—limrtgw=—limrsenw=g, . 


f = 
19. Esempii: a) La curva NT è manifestamente assintotica ad en- 
æ 


trambi gli assi; ma, mentre l'asse delle y si può considerare come limite della 
tangente in M, quando cresce indefinitamente l’ordinata y di questo punto, al- 
trettanto non si può dire per l’asse delle æ, perchè y — ay’ non tende ad alcun 
limite quando « cresce all’ infinito. In altri termini la tangente non cessa di oscil- 
lare, come si riconosce anche osservando che le tangenti negli infiniti punti d'in- 
contro della curva con l’asse delle æ concorrono tutte suli’asse delle y, nei punti 
+1. Adunque un assintoto può non essere la posizione limite della tangente, 
vale a dire che non sussiste la proposizione reciproca di quella che abbiamo dimo- 
strata nel precedente paragrafo. 
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b) Nell'esempio precedente la tangente, pur non ammettendo una posizione 
limite, tende a diventar parallela all’assintoto; ma nella curva 


y=2(1-‘/,Va=[0]), 


già considerata (II, 14, e), la tangente oscilla indefinitamente anche in orienta- 
zione, in modo da diventare infinite volte perpendicolare all’assintoto. Invece per 
la curva «y=[«] si ha limy=1, per æ infinito, mentre limy'=0, lim(y—xy)= 
2lim([a]:@)=2, vale a dire che la tangente tende ad una posizione limite 
(y=2), ma questa non coincide con l’assintoto (y =1). Ciò non contraddice 
al teorema dimostrato nel $ 18, perchè nella dimostrazione di quel teorema, in- 
vocando il teorema di l’Hospital, tacitamente si suppone che la derivata di y 
sia unica, mentre nel caso da noi considerato manca la derivata a sinistra di tutti 
i punti ad ascissa intiera. Valga questo esempio a mostrare come si debba stare 
attenti, quando si applica un teorema, a curare che le condizioni restrittive dello 
enunciato siano soddisfatte. 

c) Per trovare gli assintoti della curva (profilo verticale dell’elicoide svilup- 
pabile) rappresentata dalle equazioni æ cost =a , y =ù (tg 0 — 0), 
o, meglio, di quel ramo della curva , che corrisponde ai valori di y 
ð, compresi fra —'/, ed t/m, si deve prima osservare che, 
per far crescere all'infinito una coordinata, bisogna far tendere 0 o 
a +'/,7, nelle quali ipotesi si ha 


b b 
A Sai aia SINO Tia i 
e a a 


sen ð — 0cos0 Æ 1 


E b i 
h=lim(y7—2)=d1im = =— blim 0 = Ft nb è 


Gli assintoti cercati sono dunque le rette rappresentate dalle equazioni 


SE. E 
"i @ i 


d) Nella ricerca degli assintoti non bisogna trascurare di far tendere œ a 
— x come a + 0, giacchè si possono avere assintoti differenti nei due casi. Così, 
æ a 


: E E i 
per esempio, per la curva y=% pe si ha, quando œ tende a Fo, 


nale! 4 
e te 
h= lim (y F) =Æ lim -z m= e 


e però la curva è assintotica alle bisettrici degli assi. Un esempio più semplice ci 
è dato dalla curva y=arctgx. La considerazione dei due casi è necessaria anche 
per sapere se la curva si accosta indefinitamente all’ assintoto nei due sensi, o in 
un senso solo. 

e) La curva y= a: a4? ) ha, nell'origine , due tangenti, perchè (II, 2, 
b) si ha y=1 a sinistra, y'=0 a destra dell’origine. Quando œ tende a 41-00, 
anche y va crescendo sempre in valore assoluto; ma i due rami infiniti, che in 
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i i 
tal modo si ottengono, sono assintotici ad una stessa retta, perchè si ha lime”=1, 


é l 
lims (e”—1)=l, e conseguentemente m=lim iii =}. 
1-4 e” 
4 
x — e” l 
h=lim( — Ss) gli yA n =— È 
l+e 
l 
Dunque l'equazione dell’assintoto è x — 2y = —. A questo risultato si giunge an- 
— SA | l 


che sviluppando y in serie: a r T T A . 


f) Gli sviluppi in serie sono molto utili per lo studio del modo di compor- 
str 
tarsi delle curve nei rami che si estendono all'infinito. Così, data la curva y = xe”, 


l 
basta osservare che si ha y =& -+ 1 + Phase per accorgersi che la curva è as- 


sintotica alla retta y=«-+-1. Inoltre, siccome y cresce all'infinito anche quando æ 
tende a zero decrescendo, mentre invece ha per limite zero quando « tende a zero 
crescendo, si vede che la curva consta di due rami, entrambi assintotici a quella 
retta, ma tali che un solo di essi è assintotico anche all'asse delle y, mentre l'al- 


£ 
tro si ferma nell’ origine. Similmente si vede subito che la curva y= æ?°e” am- 
mette l’asse delle y come unico assintoto rettilineo (del solo ramo di destra), ma 


è dotata invece dell’assintoto parabolico y = æ? -+ æ -+ È, che si estende inter- 


namente al ramo di sinistra ed esternamente a quello di destra. È poi notevole la 


4 

curva y=: (14e) perchè rassomiglia molto ad una parabola, e tende, all’ in- 
finito, a comportarsi appunto come la parabola y='/,(2e®— æ). Se a questa si 
fa subire una traslazione nel piano, in modo che il vertice vada nell’origine, in 
questo punto le due curve si attraversano nel tempo stesse che si toccano, per- 
chè y<!/2% a destra dell'origine, y>'/,@? a sinistra. 

g) Quando si applicano alla spirale iperbolica le formole date in fine del 
§ 17 si ottiene 

ro=1, r@=1 , a=0 , q=a, 
a a 

e si ritrova così l’assintoto parallelo all’ asse polare, segnalato precedentemente 
(S 10, g). Similmente per la quadratrice ($ 10, 7) si ha 


senò ; cos ð — senð br. sa, LI 
a, POE, ann, q=(— l'ama. 


In modo analogo si dimostra che le spirali sinusoidi ($ 10, 22) ammettono assintoti 


a distanza finita soltanto per m<—1; ed in questo caso gli assintoti escono tutti 


2m 3r 


; ATT 
dal polo, e fanno con l’asse polare gli angoli 0 ,—> — ,— >+. j 
m Mm mMm 


h) Per la conica rappresentata dall’equazione r= p:(1 — kcos0) si ha 


1—Kkcosì k l <p 
e ____—-—, rO senò | cos— ', d 
D= ro= ; 


i : 
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Solo nel caso dell’ iperbole, cioè per &X>1, æ è reale; ma gli infiniti archi a, che 
hanno il coseno F’ determinano due sole direzioni, antiparallele rispetto all’asse 
bp? 
focale. In questo caso pra k— l= r però g=+5, ed anche q= 
tkasena. Dunque i due assintoti passano per il centro e distano di 5 dal polo, 
ossia dai fuochi. 

î) Tutte le volte che, nel discutere curve date in coordinate polari, si trova 
che r tende ad un limite a quando @ tende all'infinito (positivo o negativo), si 
può affermare che la curva ammette un circolo assintotico di raggio a, col cen- 
tro nel polo. Ed è utile notare che, col tendere di r ad a, avviene ordinaria- 
mente (II,27,c) che 7’ tende a zero, e conseguentemente w ad ‘'/,, cioè la 
curva tende a toccare il circolo. In particolare, se æ =0, il polo è un punto as- 
sintotico: ciò accade per varie curve studiate precedentemente ($ 10, e, g, A), co- 
me la spirale logaritmica, la spirale iperbolica, la cocleoide. Basta prendere le 
concoidi (§ 10,7) di queste curve rispetto al polo per ottenere altre curve, dotate 
di circoli assintotici. 


20. Occupiamoci ora più particolarmente degli assintoti delle curve al- 
gebriche; e prima, per cercare quelli che son paralleli all'asse delle y, or- 
diniamo l’equazione della curva, già ridotta a forma razionale ed intera, 
rispetto ad y: 


YU Hy de) +y" a) +-+ 4,(e) =0 


Per y infinito 2 deve tendere ad un limite l, che si tratta appunto di cal- 
colare, e però Y(x), 4,(),..., funzioni continue, tendono ai limiti finiti ẹ(}), 
4,(2),... Ne segue, dividendo l’ equazione per y”, e facendo poi tendere y 
all’infinito, 4()=0. Questa è l'equazione che fornisce i valori di 7, a cia- 
scuno dei quali corrisponde un assintoto X=/. Ora, messi da parte gli as- 
sintoti paralleli all’ asse delle y, ordiniamo l’ equazione della curva per 
gruppi omogenei. Posto y= tæ, si potrà scrivere 


2A) Hage a’ lt) +e +H e= . (7) 


Intanto si ha m=limt, ed m è finito; quindi, se si divide per z” l equa- 
zione precedente, si ottiene, per æ infinito, ọ((m)= 0. Basta risolvere questa 
equazione per determinare le direzioni degli assintoti. Prima supponiamo 
che m sia una radice semplice di 9, dimodochè 9'(m)Z20, e cerchiamo di 
calcolare 4. Se si divide per 2"! l'equazione (7) si ha 


t 
ao) +e:(0+ NENE (8) 
poi, per x infinito, dopo avere osservato che 
lima(t-m)=lim(y—ma)=A, 


sì ottiene, applicando il teorema di l’ Hospital, 


lim æọ(ż) = lim æ (t— m). lim MO = ng (m) 4 
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Dunque la (8) diventa 
7 Fila __ am) 
họ (m) +9 (m)=0 , eda h= i, . 
ẹ (m) 
Se m è radice multipla di ọ, si ha ọ'(m)=0, e se non è @,(m)=0 si può 
dire che l’assintoto è infinitamente lontano; ma, se anche 9,(m)=0, l ul- 
tima formola è illusoria, e bisogna risalire alla (7). Dividendo questa per 


a"? si ottiene 


aHa +) +0 L...=0.. (0) 
Intanto i 
lim @*g(1)= lim z? (t— m)’. lim t (m) ; 


quindi, per x infinito, l'equazione (9) diventa 
'/2h"9"(m) + ho'(m)+-o,(m)=0 , (10) 


e fornisce due valori di %, corrispondenti a due assintoti (reali o immagi- 
narii) paralleli. Se poi m è radice tripla di @, uno degli assintoti corrispon- 
denti è generalmente a distanza infinita; ve ne son due infinitamente lon- 
tani se anche g(m)=0, e finalmente, se sono nulli tutti i coefficienti del- 


l'equazione (10), bisogna riprendere l’ equazione (7), dividerla per Cud 
e passare al limite per x infinito, in modo da ottenere 


1/sh*9"(m) + '/ah9"(m) "i ho (m) + 93(m)=0 


e così via. 


21. Mercè le coordinate omogenee la ricerca degli assintoti delle curve 
algebriche si può condurre con maggiore semplicità, purchè si faccia uso 
del teorema dimostrato nel $ 18. Prima si noti che il risultato 9(m)=0 si 
può enunciare dicendo che, quando si sopprimono nell'equazione d’una curva 
di ordine » tutti i termini di grado inferiore ad n, l’ equazione che si ot- 
tiene rappresenta l’ insieme delle parallele condotte per l'origine agli n as- 
sintoti, reali o immaginarii, distinti o coincidenti. Ciò riesce quasi evidente 
se, dopo aver posto 

O E A 2) 
per rendere omogenea l’ equazione della curva, si osserva che scrivere l’ e- 
quazione g=0 equivale a porre ==0 in ®P=0, è lo stesso cioè che consi- 
derare gli n punti d'incontro della curva con la retta all’ infinito. Ora si 
scriva l'equazione ($ 7) della pesi 


SUSE D+ na; (11) 


e, per esprimere che il punto di contatto sta all'infinito, si ponga #=0 nei 
coefficienti. Si ottiene così un'equazione omogenea in æ ed y; poi, elimi- 


nando il rapporto Z fra questa equazione e ciò che diventa P=0 per 2=0, 
da 
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si giunge all equazione complessiva degli assintoti. In sostanza questo me- 
todo non differisce dal precedente. Infatti per = 0 si ha ®P= z”ọ (2), 
cioè P = 0 quando si pone per È un valore m soddisfacente a 9= 0. 
Inoltre 


ito Rait): Eaa 
ir Bb e” A 9 A et Ai E 


e per conseguenza 


dP PA > Ga 
z= OOE 


Quindi l'equazione (11) diventa, in coordinate non omogenee, 


—mae'o(m) , 


q,(m) 
Y=mX —- 3 
i pm) 


22. Esercizii: a) Data la curva œ? -+ y? = 3awy , che si chiama folium di 
Cartesio, si ha, per la determinazione dei coefficienti angolari degli assintoti, 


l'equazione 1-+-1°—=0, che ammette l’unica radice reale m= — l; poi 
PREIS 
end "TC a 


Dunque la curva ha un solo assintoto reale, rappresentato da 2-4+-y+a=0. Per 
le applicazioni bisogna ricordare, non le formole ottenute nel $ 20, ma il solo 
procedimento adoperato per giungere alle formole stesse. Così, nel caso del folium, 
dopo avere osservato che #-+y è l’unico fattore reale dell’insieme «*-|-y* dei ter- 
mini di più alto grado, si può immediatamente scrivere l'equazione dell’assintoto: 


i ax 
n+y=(_ ta) =—4. 
yz 


aray Hy", 
Al medesimo risultato si giunge sviluppando y in serie: 
a? 


ai 
u fai e 0000 . 
5) Un po’ più generalmente, si consideri l'equazione 


(2 +y) (2° —2key +y’) =2(1 + kjasy , 
che per nes rappresenta il folium, e per k=0 un'altra importante curva, 


detta logociclica. Fintantochè #°?<1, non si ha che un solo assintoto reale, 
la cui equazione è 


Er O] i 
2+9= (3 Sid) _S T 


dimodochè le curve considerate son tutte assintotiche ad una stessa retta; ma 
quelle per le quali è X?*> 1 ammettono altri due assintoti reali, paralleli alle rette 
a°— hoy +y=(y—ma)(y—m'a)=0, dove m=AkEV4#°—1. L'equazione 
d’un assintoto è 


C+ y)V- ma) no (14m) (mm) m=i’ 


PEEN pE ER AAEE. La 
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quindi si trova y = kæ +--> Stje Phoa Si Lv per rappresentare i due 
assintoti. Questi s’ RSA nel punto æ = y = — a:?(k— 1) sotto un angolo, 
il cui coseno è di. Solo per X=2 i tre assintoti concorrono in un punto, ed al- 


lora son paralleli ai lati d’un triangolo equilatero. 
c) Per mostrare in qual modo si adoperano le coordinate omogenee ripren- 
diamo il folium , e poniamo 
D(x, y, 3) =x? + y°— 3axyz 
per applicare le cose dette nel $21. Per s=0 si ha 
dd 4 QP: ai db __ 
s 53a , gi z PP | 3 


e però l’ equazione complessiva degli assintoti risulta dall’ eliminazione del rap- 
porto y:@ fra le equazioni 


a°+y°=0 , Xa+ Yy —asy=0 , 


ossia (scrivendo œ ed y per le coordinate correnti) dall’ eliminazione di m fra 
l+ m’ =0 ed x4 m’y = ma. Eseguendo l'eliminazione si ottiene 


æ’ +y’ + a= any , 


e questa equazione si decompone nelle tre seguenti 


x+y+a=0 , a+%0y+%wa=0 , a+%wy+wa=0, 


dove w rappresenta una radice cubica immaginaria dell’ unità. Il folium ha dun- 
que, oltre l’assintoto reale æ -+-y +a=0, due assintoti immaginarii, che s'in- 
tersecano nel punto (a,a). L'equazione ottenuta si può anche stabilire immedia- 
tamente lasciandosi guidare dall’ osservazione che l'equazione complessiva d’una 
curva dell'ordine n si deve poter dedurre dall’ equazione stessa della curva, al- 
terando i coefficienti dei termini di grado inferiore ad #— 1 in modo che l’equa- 
zione si spezzi in equazioni lineari. Nel caso del folium questa osservazione con- 
duce subito al risultato, perchè si sa dall’algebra che basta aggiungere a? ad 


x*+y°—3axy per trovare il valore del circolante (æ, y,4&), scomponibile *) in 
tre fattori lineari. 


d) Sia ancora 
D(x, y, z) = ax + byt + ca +-2/y2 +- 2920 + 2hay . 
L'equazione della tangente è 
(ax + hy +g2)X + (hæ + by +f)Y+ (gx +fy+c2)Z=0; 
quindi, facendovi z= 0 , Z= 1, si ottiene 


(aX +AY+g)æ + (AX +Y +f) =O , 


*) « Analisi algebrica » p. 366. 
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e bisogna eliminare Y fra questa equazione e l’altra 
æ 


ax? + by? +-2hay = — b —h œ |=0. 
— h Airi 
x y 0 
Il risultato dell’eliminazione è, ponendo æ ed y per X ed Y, 
a h ag + hy +g '=0. 


h b hæ + by +f 
an4hy+9g he+by+/ 0 


Sottraendo dall’ultima colonna la prima moltiplicata per æ, e la seconda moltipli- 
cata per y, poi operando analogamente sulle linee, si trova 


a h g =0. 
hb f 
g f c-®| 


Dunque l'equazione complessiva degli assintoti della conica 
ax? + by° +-c+- 2/y +2gx + 2hey=0 


si ottiene ponendo nel secondo membro, invece di 0, il discriminante D, diviso 
per ab — 43. A questo risultato si perviene assai più rapidamente mercè l’osser- 
vazione fatta nel precedente esercizio, cioè sostituendo a c un numero c', tale che 
l'equazione si spezzi in due equazioni lineari, per la qual cosa occorre che sia nullo 
il nuovo discriminante 


a hgi=|a hg9|kb|a hO =D 4 (ab — h) (c — c) , 
h 6 f h bf h_ 60 
Hold dre rA ee 
ossia che si abbia c'= e LA 
TL ab 
Singolarità. 


23. Flessi. Talune particolarità, che possono presentarsi in certi punti 
d’una curva, e che sono inerenti alla sua forma, fanno dare ai punti stessi il 
nome di punti singolari. Così, per esempio, quantunque nei punti per i quali 
è y=0 si presenti la particolarità che l’ordinata diventa, generalmente, 
minima o massima, pure essi non sono punti singolari, perchè basta un cam- 
biamento nell’orientazione degli assi per trasportare altrove l’osservata par- 
ticolarità. Non così avviene dei punti nei quali è y'==0: questi si chiamano 
flessi o punti d’ inflessione, e sono punti singolari, perchè in essi è nulla la 
curvatura, si verifica cioè un fatto, che nessun cambiamento di assi vale a 
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distruggere. Del resto è facile constatare che, intorno ad un tal punto M, 
la curva si comporta, rispetto alla tangente in M, in modo eccezionale, per- 
chè, trasportata in M l’origine, se si dirigono gli assi secondo la tangente e 
la normale, si ha, per la definizione di y” come derivata di y', lim(y':2)=0; 
poi, in virtù del teorema di l'Hospital, lim(y:x*)=0, vale a dire che la 
distanza della tangente in M dai punti infinitamente vicini ad M è infini- 
tesima d’un ordine superiore al secondo, diguisachè si potrebbe quasi dire 
che nei punti d’inflessione una curva tocca maggiormente le sue tangenti. 
Per giustificare poi la denominazione di punti d’inflessione bisogna osser- 
vare che y”, annullandosi, generalmente cambia segno, e però (III, 32, d) av- 
viene che nel passare da una parte all'altra d’un flesso, lungo la curva, la 
convessità di questa si muta in concavità, o viceversa. Si ha dunque una vera 
e propria inflessione, nel senso volgare della parola, vale a dire che la curva 
attraversa la tangente; ma ciò non accade quando y” conserva, intorno ad 
M, un segno determinato, nel qual caso il valore zero rappresenta un mini- 
mo o un massimo di y”, d'onde segue (III, 25) che le ascisse dei punti, nei 
quali una curva attraversa le sue tangenti, sono le radici semplici di y”, o 
quelle multiple d’un ordine dispari. Ciò si spiega facilmente osservando che 
son questi, appunto, i valori di z che rendono minima o massima la funzio- 
ne y', cioè le ascisse di quei punti, intorno ai quali avviene che la tangente 
cessa di progredire in un senso e prende a spostarsi nel senso opposto. 


24. Per determinare i flessi della curva y =f (x) bisogna dunque risol- 
vere l'equazione /"(x)=0, o qualunque altra equivalente, ossia atta ad 
esprimere che la curvatura è nulla. Così, per esempio, quando la curva è 
data mediante una coppia di equazioni «= ọ(t), y = Ņ(t), invece di y"=0 
conviene (cfr. V, 11, d) scrivere dæd’y — dy d’x = 0. In altri termini i flessi 
corrispondono a quei valori di #, che annullano 9'(#) V"(t4) —y(4)0'(4). In- 
vece, se la curva è data in coordinate polari, l’ equazione che si adopera è 
3 +-2r"— rr"=0, escluse le radici (multiple) di r; o pure, se l'equazione 


della curva è data sotto la forma TE f(6), si scrive f-+f"=0. Se poi, pur 


facendo uso di coordinate cartesiane, si considera la curva rappresentata 
dall’equazione f(2,y)=0, l'equazione dei flessi è (V, 25) 


oR 0 
da dx dy de RR] 
d°f Od 
dedy d dy 
Ao 

da dy 


A questa si può dare una forma notevole, nel caso delle curve algebriche, 
quando l'equazione della curva sia stata già resa omogenea. Sia n il suo 
grado, e nel determinante che precede si sottraggano dall'ultima colonna, 
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moltiplicata per a—1, la prima moltiplicata per x, e la seconda moltipli- 
cata per y; poi si faccia altrettanto per le linee. I primi due elementi del- 
l’ultima colonna o dell’ultima linea si cambiano in 


der, A LA Vi 
pitti. (e ET Pia Cnn] Pià GETS VAR ie I 


e l’ultimo in 


dr. df TR dpi; dd 
— (2 + +35) 7° a(x 4g) =M_Da (MD ga) 


sia d? i 
che si riduce a 2? e Così l'equazione considerata diventa 


di dr dr 


r A e aa a. 


E a 
dedy dy? dyz 
vr dr dr 


dada dyd da 


Adunque ż flessi della curva algebrica £=0 si determinano ponendo uguale 
a zero l'hessiano H della funzione f, resa omogenea (cfr. IV, 12; V, 19). La 
curva H=0 si chiama la hessiana della curva f=0. I flessi d'una curva 
algebrica sono dunque i punti nei quali essa incontra la propria hessiana; 
e siccome questa ha l'ordine 3(n — 2), si hanno, in generale, 3n(n — 2) 
flessi lungo una curva dell’ordine n. Per esempio una conica non ha flessi, 
una cubica ne ha nove (sei dei quali son sempre immaginarii); ecc. 


25. Esercizii: a) Per la quadratrice (= æcot 2) l’ equazione dei flessi si 


riduce ad y—=a, purchè 0. Dunque il ramo centrale non s’ inflette, ma la 
tangente nel vertice taglia tutti gli altri rami nei rispettivi flessi. e” 
5) La forma della curva ($19, d) rappresentata dall’equazione Y= ET 

lascia subito indovinare l’esistenza di due flessi, simmetrici rispetto all'asse delle 
y; ed effettivamente l’equazione y'=0 conduce ad y=1, equazione d'una retta 
che incontra la curva data nei suoi punti d’inflessione. 

a 

w 

—l , , ; À . 

i l’ equazione dei flessi è troppo complicata 

e 1 
perchè se ne possa trarre profitto; ma è facile rendersi conto della forma ge- 
nerale della curva osservando che questa passa per l'origine (cfr. II, 14, 0) tan- 
genzialmente all'asse delle x, e si estende all'infinito assintoticamente alla retta 


c) Per la curva y= a? 


l ; ; s 
y ='/ x. Anzi lo sviluppo v=5 5 Sesia ci dice che la curva è assintotica 


all’ iperbole a ED , e ciò ne rende più agevole la costruzione approssima- 


ta. In tal modo si riesce a prevedere che la curva s’inflette in tre punti, fra i quali 
è l'origine O. Nondimeno bisogna notare che O non è un flesso, e si ha così un 
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esempio di curva che attraversa la tangente in un punto, che non è un punto 
d’inflessione. Infatti si sa (III, 26, h) che y”, considerata come derivata destra o 
sinistra di y’, ha il valore 2 o il valore —2. Del resto basta osser- 
vare che lim(y:%?) =Æ 1 per accorgersi che nel punto O viene a 
mancare una proprietà essenziale dei punti d’ inflessione, giacchè la 
distanza della tangente in O dai punti vicini ad O non è infinite- 
sima d'un ordine superiore al secondo , ma è proprio del secondo 
ordine, come nei punti ordinarii. 

d) Per convincersi dell’ utilità di possedere un criterio ana- 
litico sicuro (y'=0) per la ricerca dei punti d’inflessione, basta 
costruire la curva y=e° 4 sena aggiungendo senx alle ordinate 
della logaritmica y= e”. Una costruzione grossolana condurrebbe 
a credere che la curva s' inflette, anche per œ >0, infinite volte; ma ciò non 
avviene, perchè la funzione y"—=e°— sena non ammette radici positive, essendo 
e">12sena per «0. Si hanno invece, per æ <0, infiniti flessi, le cui ascisse 
son quelle dei punti d’incontro della logaritmica con la sinusoide y= sen a. 

e) Data una lumaca qualunque (r=a4cos0 +8), si trova facilmente 


rt or rr" = 2a? + 8° +-3adcosì . 


Ora, perchè questa funzione di 0 si annulli per valori reali di 0, bisogna che 
2a*+4- 8° non superi 38, e quindi che è cada nell’ intervallo (a,2a); ma l'estre- 
mo inferiore va escluso, perchè per b=a è 0=, radice doppia di r. Dunque 
(cfr.$10, k) le sole lumache dotate di flessi son quelle per le quali 5 è maggiore 
di a, ma non di 2a. 

f) Fra le concoidi ($ 10,7) della retta si consideri quella che contiene il 
polo. Dalla sua equazione (r — a)cos0= a si deduce, per determinare i flessi, 
l'equazione cos*9 + 3cos°9 —2=0, dalla quale si traggono per così i valori 


1, —14V3 , e 


Del primo non si deve tener conto, perchè annulla r (ed insieme r'); l’ultimo 
343 
2 
sto il raggio d’una circonferenza, col centro nel polo, che taglia la curva nei due 

punti d’inflessione. 
g) Finalmente domandiamoci se le concoidi d'una spirale logaritmica pos- 
sono inflettersi, quantunque a priori sembri che ciò non debba accadere. Da 


non corrisponde a valori reali di 0; resta il secondo, che dà r= a; è que- 


r— ae": 5 si deduce 7° + 2r — rr" = (14 m?)r? — 3mbr 4 2mb? , 


e si vede che, se m? <8, questo trinomio non può annullarsi per valori reali di r. 
Ne segue che le spirali cercate sono soltanto quelle che incontrano i loro raggi 
vettori sotto un angolo sufficientemente piccolo, cioè tale che la sua tangente tri- 
gonometrica non superi 1:2|/2. Ciascuna di esse ha tutte le concoidi dotate di due 
punti d’inflessione, corrispondenti a valori di r che son sempre compresi fra b e 
2b. Gli archi delle infinite concoidi d'una stessa spirale, che hanno gli estremi nei 
punti d’inflessione, son visti dal polo sotto un angolo costante, nullo per m=2Y2 
e piccolissimo per m grandissimo. 
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26. Punti multipli. È noto che, per la determinazione della tangente 

in un punto della curva f(2,y)=0, si fa uso dell’equazione - 

df df 

e "L_ 2 

att T (12) 
dr e di siano continue, ed inol- 
dx dy 
AR cf Me VE ) 
tre si abbia co. Se in un punto M è 5 = 0, non si può più asserire 
(V, 23) che, intorno ad M, y è funzione di x, cioè che ad ogni valore di x 
corrisponde uno ed un sol valore di y; ma ciò rimane vero, per la supposta 
continuità, intorno ad M, vale a dire che in punti M', infinitamente vicini 
ad M, la derivata y' esiste, ed ha il valore che si ricava dalla (12). Quando 


che fornisce il valore di y’, nell'ipotesi che 


M' tende ad M, o tende ad annullarsi, mentre Ki tende ad un limite ge- 
neralmente diverso da zero, e però y' cresce indefinitamente. Ne segue che, 
in M, la tangente è parallela all'asse delle y, e ciò non costituisce singo- 


Di: d | ; 
larità. Ma se tendesse a zero anche si , nulla si potrebbe asserire, senza un 
N hi 


ulteriore esame, circa il limite di y’. L'equazione (12) tende allora a dive- 
nire illusoria, e per evitar ciò si ricorre ad una nuova differenziazione: 

dS d°f a d°f n Òf 

sil REATO MIRI a 0 13 
Ammettiamo che, nel tendere di M’ ad M, y' tenda ad un limite finito, e 
cerchiamo di determinarlo, avvertendo che, se y’ crescesse indefinitamente, 
basterebbe considerare dæ:dy (che tende a zero) invece di dy:dx, per con- 
vincersi che sussistono i risultati che siamo per ottenere. Ora, per dimo- 
strare che vi non può tendere ad un limite diverso da zero, adoperiamo 


il teorema di l Hospital, e scriviamo 


we Pe à 
A Ey EA EFN 
imy'=lim =lim( y4 -g ) . 
dy da dy 


Siccome la funzione 
dd a Or 


da dy — Sg? dy? 


? j POR id 3 i : 
resta finita, per ipotesi, si ha limy (e Dunque l’equazione (13) diven- 
ta, al limite, A Y s 

f ' 2 = 
E JA 14 
da? 3 HE + y ; dih 
intendendo che alle derivate seconde di f si ila valori che assu- 
mono in M, e lasciando y' a rappresentare il limite di y’ per M’ tendente 
ad M. Adunque si hanno per y’, in M, due valori, vale a dire che la curva 


ammette, nel detto punto, due tangenti, le quali possono essere reali e di- 
23 
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stinte, o coincidenti, o immaginarie: ciò dipende dal segno di 
| d?/ D] 
| os? dedy 


CANA 

| dedy du | 

Nel primo caso il punto M si chiama punto doppio, nel secondo caso 
4 punto di regresso o cuspide, e nel 

pi) , terzo esso è un punto isolato, perchè 

Rae ri intorno ad M non può esistere alcun al- 

i tro punto reale della curva. Veramente 


i GITE, M la discussione che precede è poco rigo- 
rosa, e per condurla accuratamente bisognerebbe lasciarsi guidare *) da 
considerazioni analoghe a quelle, che sono state svolte nel $ 23 del quinto 
capitolo. — 


27. Riassumendo vediamo che, per cercare lungo una data curva f= 0 
le singolarità ultimamente descritte, bisogna porre uguali a zero le de- 
rivate parziali prime di f, e cercare tutte le soluzioni «= a,y=d del si- 
stema così formato, ritenendo soltanto quelle che soddisfano anche all’equa- 
zione della curva. Sostituiti i valori a,b ad x,y nelle derivate parziali se- 


conde, se essi non annullano 


=, si ha un punto gopio, | una cuspide, o un 


À d*f d°f 
punto isolato, secondo che la TE da? dy K SL) assume un valore 
; Eei Ra a AAS 0, i i 
negativo, nullo, o positivo. Se poi > ma ax , l’ equazione (14) 


ammette una sola radice finita, e si ha un punto doppio, con una tangente 


s 2 
parallela all'asse delle y. Se anche E, ma ua nel punto (a, d), 
si può dire che le radici della equazione (14) sono entrambe infinite, e però 
si ha una cuspide, con la tangente parallela all’asse delle y. Finalmente può 
accadere che tutte le derivate parziali seconde siano nulle nel punto (a,b), 
ed allora, diventando illusoria l'equazione (14), bisogna ricorrere all'altra 
AT 2 Df Yi 
Tri y ii y Drdy? y dyi , 

che fornisce, in A tre valori per y°. Così continuando si perviene alla 
nozione di punto multiplo dell'ordine m, o punto m'”°, geometrica- 
mente caratterizzato dall’ appartenere ad m rami della curva, reali o im- 
maginarii, ed analiticamente dal fatto che in esso si annullano tutte le de- 
rivate parziali, il cui ordine è inferiore ad m, mentre almeno una, fra quelle 
dell’ ordine m, è diversa da zero. Quando l'equazione si rende omogenea si 
può anche dire, più semplicemente, che il punto m“? è caratterizzato dal- 
l'annullamento di tutte le derivate parziali (m — 1)°""°. Osserviamo, per fi- 


*) D'Arcais « Corso di calcolo infinitesimale » vol. I, pp. 509-515. 
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nire, che è punti multipli una curva, come i punti d’inflessione, appar- 
tengono all’hessiana della curva; e si può inoltre dimostrare che sono mul- 
tipli anche per l’hessiana. 


28. Cuspidi. Fra i punti doppii hanno speciale importanza le cuspidi, 
perchè intorno a siffatti punti, come intorno ai flessi, la curva si comporta 
in modo eccezionale rispetto alla tangente. Infatti, se si prende come ori- 
gine il punto che si vuol considerare, e come assi la tangente e la normale 
alla curva, è chiaro che debbono con ® ed y annullarsi f e le sue derivate 


parziali prime e seconde, tranne , giacchè l'equazione (14) deve fornire 


d 2 
y =0 come radice doppia. E poi, in generale, anche al ha, nell’ori- 
gine, un valore diverso da zero, l'equazione della curva si riduce alla forma 
y? = kx’ quando si trascurano gli infinitesimi d’un ordine superiore al terzo. 
Dunque la curva si comporta, in vicinanza dell’ origine, come una parabola 
semi-cubica, e però tende a svolgersi da un lato solo della normale, in due 
rami separati fra loro per mezzo della tangente. Questo avviene general- 
mente, e si suole esprimere dicendo che la cuspide è di prima specie, riser- 
vando il nome di cuspide di seconda specie al caso eccezionale dei rami non 


separati per mezzo della tangente, che può presentarsi solo quando è ps pasa = 
nel punto che si considera. Nel caso generale, essendo lim(y:2°)=00, si 
vede che la curva si distacca maggiormente dalla tangente, e se ne deduce 
che nelle cuspidi la curvatura è generalmente infinita. In altri termini il 
raggio di curvatura si annulla; e siccome, nell’annullarsi, in generale avviene 
che il suo segno cambia, si vede così, in altro modo, che solo eccezionalmente 
può darsi il caso d'una cuspide di seconda specie. 


29. Esercizii: a) Nel folium, rappresentato dall’equazione x°- y’? = 8axy, 


l'origine è un punto doppio, perchè le funzioni CE medio s1==y°—ax 


3 dy 
si annullano simultaneamente per ax=0,y=0 (ed E; per e=a,y=a, che 
d? N, , 
i na all'equazione della curva); poi si ha 3 > dA a 7 sh a, 
F ys quindi l'equazione (14), che diventa 0-++y'+0.y' =0, ammette una 
radice nulla e l’altra infinita, e però la curva tocca, nell'origine, entrambi gli assi. 
Del resto, senza ricorrere al procedimento generale, 
se si ammette che, per æ tendente a zero, y’ ha un 
limite finito, basta dare all’equazione della curva la 


2 
forma x+y L)= 001 per convincersi che il 


detto limite è necessariamente nullo. Dunque la cur- 
va tocca, nell'origine, l’asse delle w, e (per ragione 
di simmetria) anche l’asse delle y. Se poi, per co- 
struirla, se ne vuole conoscere l'andamento intorno 
all’ origine, basta far tendere œ a zero in modo che 
yY:% tenda a zero, e trascurare nell’equazione gli infinitesimi d'un argine supe- 
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riore al terzo. Allora si vede che il ramo tangente all'asse delle æ si comporta 
come la parabola 2° =8ay, e per conseguenza l’altro come la parabola y°=3ax. 
A conseguenze simili conduce lo studio della logociclica e delle curve più generali 
considerate nel $ 22. 

5) La curva œt = (æ? —y?)y ha un punto triplo nell'origine, come si può 
constatare col metodo esposto nel $ 27, o riconoscere in modo 
più semplice e rapido scrivendo l'equazione della curva sotto la 
” forma s=2— (2) . Col tendere di @ a zero si ottiene 
y— y'=0, e però y' ha, nell'origine, i valori 0,1, —L. Per 
costruire la curva è utile assumere come variabile indipenden- 
te il rapporto t=y:, sostituendo così all’ equazione data la 
| coppia di equazioni e=#—#,y=#*— t‘. Sulla figura sono 
segnati gli estremi degli intervalli nei quali varia # quando un punto, proveniente 
dall’infinito, percorre la curva per tornare all'infinito, dopo esser passato tre volte 
(t=— 1,0,1) per l'origine. 

c) Per la curva @® -+-y°=5ax?y? si arriva ad un punto quadruplo, risul- 
tante dalla riunione di due cuspidi nell'origine. Più general- 
mente l'equazione a? L y°"!— (2n + 1)ae"y" rappresenta 
una curva di questo tipo, o del tipo del folium, secondo che n 
è pari o dispari: ciò si deve alla diversa posizione dell’ unico 
~= assintoto reale r-+-y=(—1)"a. 

d) Esempii di cuspidi ne abbiamo già parecchi nelle cur- 
ve studiate precedentemente (cardioide, sviluppante di circolo, 
asteroide, cicloide, ecc.), ed il lettore potrà esercitarsi a verificare che intorno 
a tali punti le dette curve si comportano come una parabola semi-cubica in vi- 
cinanza della propria cuspide, e constaterà facilmente che in essi il raggio di 
curvatura è sempre nullo. Così, per esempio, nel profilo verticale ($ 19, c) del- 
l’elicoide sviluppabile, trasportata l'origine nella cuspide, si ha lim (æ: 0) ='/,4, 
lim(y:03) ='/32, e però l’ equazione 9a?y°=80°x* tende ad esser vera per 0 
2 infinitesimo. Invece sulla curva (y — æ”)? —x° si riscontra una 

cuspide di seconda specie. Evidentemente, perchè sia reale y, 
occorre che sia positivo a. Scrivendo y=@*(14|@) si vede 
subito che la curva consta di due rami tangenti, nell’ origine, 
all'asse delle x; ma i due rami si comportano, rispetto alla tan- 


gente, come in un punto ordinario, giacchè si ha lim Za=l è 


© donde segue che la curvatura è misurata, nell'origine, dal 
numero 2. Aggiungiamo che uno dei rami si estende, in forma parabolica, al- 
2 


15 


sta la massima ordinata per æ = ghe poi scende anch'esso parabolicamente 


all'infinito, tagliando nel punto æ= 1 l’asse delle ascisse. 
e) Quando il procedimento esposto nel $ 27 si applica all’ equazione com- 
plessiva di due curve (p—=0, $=0), si trovano, oltre i punti multipli delle due 


l'infinito, mentre l’altro, dopo un’ inflessione nel punto di ascissa (3) , acqui- 
4 2 


curve, anche i loro punti d'incontro. Infatti, posto f= ẹọŅ}, è chiaro che 2a e da 
x 


si annullano, come f, tutte le volte che si annullano insieme @ e d; ed essendo 
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inoltre, in questo caso, 


La Se MN a del 
da dady| a dyl' 
Lor | | 
\dedy dy? \de dy | 


si vede che i punti comuni alle due curve appariscono come veri punti doppii. In 
particolare, se si annulla il secondo membro, come accade quando le curve si toc- 
cano, si annulla anche il primo, e però i punti di contatto delle due curve ci si 
presentano come cuspidi, quantunque le curve si estendano dall’ uno all’ altro lato 
della normale. 


80. Le singolarità finora studiate sono le sole che si osservino sulle 
curve algebriche, considerate nella loro generazione per punti. Quando poi 
si fa uso di coordinate tangenziali, ed invece dei punti si considerano le tan- 
genti alla curva, si può ripetere, con perfetta dualità, tutta la discussione 
precedente, ed invece dei punti doppii , tripli, ecc. , s'incontrano le tangenti 
doppie, triple, ecc.; ma non si ottengono altre singolarità essenzialmente 
nuove. Si trovano infatti le tangenti regredienti e le tangenti inflessionali ; 
ma le prime non sono che le tangenti nei punti d’inflessione, e le altre sono 
invece le tangenti nei punti di regresso. Per questa ragione il numero v delle 
cuspidi e quello p dei flessi si corrispondono per dualità, nello stesso modo 
che al numero v' dei punti doppii corrisponde il numero w delle tangenti 
doppie, ed all'ordine n la classe m. Un altro numero importantissimo, che 
corrisponde a sè stesso, si chiama il genere della curva, e si rappresenta 
abitualmente con p. Si dimostra che questo numero sarebbe uguale, per 
una curva priva di singolarità, ad ‘'/,(n—1)(n —2); ed è anche noto che, 
se non si tien conto delle singolarità, la classe m risulta uguale ad n(n—1). 
Finalmente si è visto nel $ 24 che p è generalmente uguale a 3n(n—2). 
Orbene si dimostra *) che, per effetto della presenza di v' punti doppii e di v 
cuspidi, i numeri precedenti si abbassano rispettivamente di v -+ v',3v+-2y', 
8v+-6y. Quindi, per dualità, se da t/,(m— 1) (m — 2) , m (m — 1) , 3m (m — 2) 
si sottraggono rispettivamente p + p',3p + 2w , 8+ 6p, si trovano i nume- 
ri p,n,v. Le formole alle quali in tal modo si perviene si chiamano formole 
di Pliicker. Da esse è facile dedurre che, per una curva di ordine n, di 
classe m, di genere p, i numeri delle singolarità sono 


v=2(n4+p—_l)-m , y =t/,(n —1) (n —6)+-m— 3p , 
p=2(m+p—1)—n , p ='/(m—1)(m—6) +n —3p , 


qualora non si abbiano altre singolarità più complicate. Particolarmente in- 
teressanti sono le curve di genere zero, le quali hanno, tutte, la proprietà 
(che le caratterizza) di essere unicursali, cioè di avere le coordinate x,y 
dei loro punti esprimibili razionalmente in funzione d’una terza variabile: 


*) Vedi Jordan « Cours d’ Analyse » (1È”° éd., t. I, p. 371). 
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tali sono, per esempio, le coniche e le prime tre curve studiate nel prece- 
dente paragrafo. 


31. Altre singolarità possono verificarsi solo nelle curve trascendenti: 
a) Prima di tutto ci si convince facilmente che su tali curve si possono a- 
- vere infinite singolarità. Ciò si è già constatato nella 
di curva y=e” 4 sen (infiniti flessi), nella cicloide 


| (infinite cuspidi), ecc.; ed ora si può aggiungere che 
o x la curva y?= æsen?æx , dotata d'una cuspide nell’o- 
rigine, e di due flessi fuori dell'asse æ, possiede inol- 


tre, su questo asse, infiniti punti isolati ed infiniti punti doppii, i quali sono anche 
punti d'inflessione. 
b) Infiniti punti d’inflessione presenta anche, in un intervallo finito, la cur- 


va y=@sen—, che ha un assintoto (y==1) parallelo all'asse x. Siccome si ha 


e'y'=— y, linflessione avviene sempre sull'asse æ. Oltre le infinite tangenti 
regredienti (che concorrono in due punti dell'asse y), la curva ammette come tan- 
genti singolari le bisettrici degli assi, dalle quali è toccata, infatti, in infiniti punti, 
Questa curva è poi notevole per la seguente proprietà: da ogni punto dell'asse y, 
compreso nell'intervallo (— 1,1), le si possono condurre infinite tangenti, i cui 
punti di contatto stanno sopra una retta uscente dall’origine. Analoghe proprietà 


l da 
si riscontrano sulla curva y = a sen? —, assintotica all'asse æ. 
a 


c) Punti di fermata son quelli nei quali termina bruscamente un ramo 
di curva, come accade nell’ origine per uno dei rami 


e 
della curva y=e 7, dotata inoltre d’un flesso per 
æ= '/a, ed assintotica alla retta y = 1. La curva 


A i L 
> y=(e°—1):(e° +1) consta anch'essa di due rami, 
i quali si fermano sull'asse delle y nei punti y = £1, 
e sono entrambi assintotici all’ asse delle œ. Anche le curve rappresentate dalle 


equazioni 
2 


y= 


2] v 
= , y=@°log— 
log æ y 


si fermano nell’ origine, perchè ai valori negativi di æ non corrispondono punti 
reali. La prima sembra comportarsi, rispetto alla tangente nell’origine, come in 
un punto d' inflessione, perchè (cfr. V, 1) 


Pal; iL 
lim =0 ,, ma lim = per n>2; 


e la seconda come in un punto di regresso, perchè 


y 


; PAR: da PR 
lim- =% , ma lim4=0 per *n<2., 
® x 
d) Se due rami d'una curva s'incontrano in un punto M, e vi si fermano, 


M è un punto saliente. In M la curva tocca due rette, come in un punto 
doppio, ma ciascun ramo esiste, come in una cuspide, da un lato solo della corri- 
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spondente normale. Un punto saliente lo abbiamo già incontrato ($ 19, e) sulla 


4 
curva y=:(1-+ e”), ed un altro esempio semplicissimo ne abbiamo (II, 2, b), 
per a=0, nella curva y=wareig—. 


e) Quando poi un solo dei due rami si ferma nel punto comune, questo è 
un punto di sdoppiamento *), ossia la curva presenta ivi un bivio, per così 
dire, ad un punto che la percorre in un certo senso. Per averne esempii 


basta aggiungere e 7, o wlogæ, o [æ], ecc., ad y, nella equazione dif / |) 
una curva dotata d'un punto doppio, per esempio in æ? -+ y° = 3axy. K 

Si viene così a sopprimere o ad asportare uno dei quattro rami uscenti |, 

dal punto doppio; ed è chiaro che lo stesso procedimento permette di j 
sopprimere due, tre o quattro rami, e può quindi servire a costruire curve do- 
tate di punti salienti, punti di fermata o punti isolati. 


|» 


contatti. 


82. Nelle vicinanze d’un punto ordinario M, comune a due curve, si con- 
siderino due punti P e Q, uno sopra una curva, l’altro sull’altra. Immagi- 
niamo che P e Q tendano simultaneamente ad M, e, per 
fissare le idee, supponiamo (quantunque non sia necessario) 
che la retta PQ tenda ad una posizione limite, nella quale 
siano diversi da zero i suoi angoli æ e B con le due curve 
(ossia con le loro tangenti in M). È anzitutto facile vede- 
re che gli archi MP ed MQ sono infinitesimi del medesimo ordine. Infatti 


Lane” Neg 
. MP __, _— senMQP sen 
lim gio = i dc gg era 
n 
senMPO ‘°°° 


ed il secondo membro è, per ipotesi, finito e diverso da zero. Ora, preso MP 
o MQ come infinitesimo principale, e chiamato w l'angolo delle due curve, 
in M, si ha pure 


ss 

PO . senPMQ senw 

lim Q == li TAG ` 
sen MPQ TGR 


e si vede che la distanza PQ è infinitesima del primo ordine, o d’un ordine 
superiore, secondo che w è diverso da zero o uguale a zero, vale a dire se- 
condo che, in M, le due curve si tagliano o si toccano. Adunque il diven- 
tare PQ infinitesimo d’un ordine superiore al primo è un fatto che caratte- 
rizza il contatto delle curve. È dunque naturale assumere come indice del 
contatto più o meno stretto, che si può avere fra le curve considerate, l'or- 
dine d’infinitesimo di PQ. Pertanto diremo che ¿l contatto è dell ordine n 
quando PQ è infinitesimo dell'ordine n + 1. 


*) Su queste singolarità, segnalate venti anni fa dal fisico belga Plateau, vedi un articolo 
di Mansion in Mathesis (1883, p. 193). 
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33. Partendo da questa definizione è facile trovare le condizioni anali- 
tiche del contatto n°" per due curve, date in coordinate cartesiane me- 
diante le equazioni Y = @(X),Y= 4(X). Supponiamo che, in M, le curve 
ammettano una tangente comune, non parallela all'asse delle y, e taglia- 
mole, nelle vicinanze di M, con una parallela al detto asse, che le incontri 
in P e Q. Qui si noti che, se la tangente fosse parallela all’asse delle y, ba- 
sterebbe scambiare fra loro gli assi, e conseguentemente le coordinate, per 
rimanere nell’ ipotesi fatta. Ciò premesso, se # è l’ascissa di M, ed 2-+% 
quella di P e Q, è chiaro che l’infinitesimo 4 è dell'ordine di MP e di MQ, 
cioè del primo ordine, perchè il rapporto di 4 ad MP o ad MQ tende al 
coseno dell’angolo che la tangente in M fa con l’asse delle æ, e per ipotesi 
questo coseno non è nullo. Anche per ipotesi la retta PQ non tende a con- 
fondersi con la tangente in M, e però le condizioni del contatto n°" son 
tutte racchiuse nel fatto che PQ è infinitesimo dell’ ordine n+ 1; e sicco- 
me, posto y(x)= (4) —Y(x), si ha a cd 


PQ=y(c+#)=x@)+hx(2)t-- += Ya æ) + 


T 7 DI (x(x) + e) 


dove £ tende a zero con %, e per conseguenza, supponendo nulli i primi #4-1 
termini del secondo membro, 
im PO =") 

RAT (NEL 
si vede che le condizioni necessarie e sufficienti perchè le due curve abbiano, 
nel punto M, un contatto dell'ordine n, sono 


p(A)=P(2) , PAPA). ETA), pp 2), (15) 
cioè che le prime n derivate dell’ordinata rispetto all’ascissa siano fra loro 
uguali, nelle due curve, ma le derivate (n. + 1)*"° siano differenti. Si noti 
che la prima delle condizioni (15) esprimé semplicemente che, in M, le 
curve s'incontrano, e la seconda che esse si toccano. 


84. Osserviamo che, quando n è dispari, le condizioni trovate son quelle 
stesse che permettono di asserire (III, 25) che la funzione y(X) ha, per 
X—=z, un minimo o un massimo; e siccome la fun- 
zione è nulla per quel valore di X, essa conserve- 
rà invariato un certo segno intorno ad M, e per 
conseguenza le due curve, in M, non si attraver- 
sano. Se, invece, n è pari, la funzione considerata 
non ha nè minimo nè massimo per X= x, e però 
si ha @(X)>%(X) da un lato di M, e g(X)<&(X) dall’altro lato, cioè le 
due curve, pur toccandosi in M, si attraversano. Dunque il solo fatto che 
due curve nel toccarsi s’ incrociano rivela un contatto superiore, ed in tutti i 
casi d’un ordine pari. Tuttavia questa conclusione è subordinata all’ ipotesi 
implicitamente contenuta nelle precedenti considerazioni, cioè che le fun- 
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zioni 9 e $ ammettano le successive derivate uniche. Così, per esempio, nel 
$25 abbiamo incontrata una curva che attraversa la tangente nell’ origine, 
malgrado che il contatto fra le due linee sia semplice. Un caso analogo si dà 


f 

per la curva y = z?:(1-}e”), che nell’ origine tocca ed attraversa ($ 19, f) 
la parabola y='/,2?, quantunque il contatto sia semplice a sinistra del- 
l'origine, mentre a destra non si saprebbe dire quanto ne sia elevato l'ordine. 


35. Algebricamente considerate le condizioni (15) dicono ancera che l’e- 
quazione y(X)=0 ha in X=x una radice (n +1); e siccome questa 
è l'equazione che fornisce le ascisse dei punti d'incontro delle due curve, si 
può dire che in M sono riuniti #-4-1 punti comuni alle curve stesse. Questo 
modo di vedere è poi geometricamente giustificato dal fatto che, se si con- 
duce per un punto M d'una curva Y =f(X) una curva variabile Y= g(X), 
la cui equazione racchiuda più di n parametri arbitrarii, e se si dispone di 
questi parametri in modo che la curva passi per altri n punti M',M",..., 
della prima curva, e se finalmente questi n punti si fanno simultaneamente 
tendere ad M in modo che la curva variabile tenda ad occupare una posi- 
zione limite, in questa essa ha un contatto di ordine generalmente uguale 
ad n con la curva data. Supponiamo infatti che n+ 1 parametri della 
curva variabile siano stati determinati in modo da soddisfare alle condizioni 


g(2)=f(2) , oe) =); 9(e.)=f(%,) , 


nelle quali 2,z,,%%,..... sono le ascisse di M,M',M”,... È noto (III, 31) 
che si può scrivere 


(X) =f (2) +(X — 2)/(2,2,)+(X—2)(X—2,)/(2,0,,09) +. 


ge” 

+ -2)(X—-2,)..(X—2,,))/(@,2,,..,0,)+(X—2)—2)...(X—2 vt Do 
rappresentando con $ un numero compreso fra la più piccola e la più grande 
delle ascisse X,2,%,,...,:6,. È anche noto che, quando x,,%,....,%, ten- 
dono insieme ad x, si ha 

; fla) 
AETR ERR P E A e T AA 


Dunque, se si rappresenta con $, un numero compreso fra X ed z, 


T, AORDI OTRE EO S 


(n+1)! 
D'altra parte, se &, è un altro numero compreso fra X ed z, 


OLA L.A 


1),$ 
Pal (50) 


f(X)=/(2)+(X— 2) be Di 


HX- 


Per conseguenza 
lim e (X) a o) — o™ (a) 
x=x (X pr, de (n + l)! 3 


24 
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cioè f(X) — 9(X) è infinitesima d'un ordine superiore ad n, e però le due 
curve hanno, in M, un contatto di ordine non inferiore ad n. Il contatto può 
diventare d'un ordine superiore ad n quando altri punti d’ incontro delle 
due curve, oltre quelli da noi considerati, vadano a confondersi con M. Na- 
turalmente in tutto ciò si suppone n intero; ma, nel definire l’ ordine del 
contatto, non si esclude che possa essere frazionario, come accade, per esem- 
pio, nel contatto fra una curva ed una sua tangente inflessionale, dove l'or- 
dine è, in generale ($ 28), uguale ad 1/3. 


36. Ora supponiamo che ad una data curva f(X,Y)=0 si voglia con- 
durre, in un punto (x,y), una curva che abbia con essa un contatto n’, 
ed appartenga ad una famiglia di curve, definita dall'equazione ẹ(X ,Y)=0, 
che racchiude più di n parametri arbitrarii. Bisognerà derivare le due 
equazioni n volte di seguito, come per calcolare le prime n derivate di Y 
rispetto ad X, ed esprimere poi che in entrambe le serie di equazioni le 
dette derivate hanno, per X=x ed Y=y, gli stessi valori. Si ottengono 
così n-+1 equazioni, comprendendovi quella che si ha ponendo X= x ed 
Y =y nell’ equazione della curva incognita. Esse servono a determinare 
n+1 parametri, ed in generale avverrà che, soltanto se i parametri arbi- 
trarii saranno in numero maggiore di n, si potrà ottenere un contatto n°, 
Quando si dispone di tutti i parametri, in modo da raggiungere il contatto 
massimo, si dice che le due curve sono osculatrici. Ciò non toglie che, 
per una particolarità inerente alla prima curva, si possa oltrepassare l’or- 
dine massimo, ed allora si dice che le curve sono surosculatrici. Per sapere 
in quali punti avviene la surosculazione, basta derivare una volta di più, 
ed eliminare i parametri fra tutte le equazioni ottenute. 


37. Esempii: a) Quando ad una curva si vuol condurre, in un punto (@,y), 
una retta tangente, se si osserva che l equazione della retta Y =mX + con- 
tiene due parametri arbitrarii, si prevede che non si può ottenere, in generale, se 
non un contatto semplice. Intanto si trovano, derivando, le condizioni y=m@-+A, 
y=wm, nelle quali bisogna pensare che æ, y,y' si riferiscano alla curva data. 
Dalle ultime equazioni si ricavano i valori dei parametri: m=y',h=y—-ay': 
l'equazione della retta tangente è dunque Y = Xy'-+ (y — xy), cioè Y—y= 
(X— «)y'". Per un contatto superiore bisogna che sia y”=0, e ciò dipende dalla 
curva data; e precisamente si vede che solo nei flessi una curva ha, con le pro- 
prie tangenti, un contatto di ordine superiore al primo. Questo contatto è general- 
mente del secondo ordine, e la tangente attraversa la curva; ma, perchè ciò av- 
venga, occorre inoltre e basta che la prima delle successive derivate y°",y,..., 
che non è nulla, sia di ordine dispari. Con linguaggio geometrico si può dire che 
in un punto d’ inflessione M sono confusi almeno tre punti comuni alla curva ed 
alla sua tangente, e che in ogni caso il numero dei punti accumulati in M è dis- 
pari o pari secondo che la retta è attraversata o no dalla curva. 

b) Un circolo di centro ($, n) e di raggio p è rappresentato dall’equazione 
(X—é) + (Y — n) =p. Derivando e ponendo X=«,Y=y, ecc., si ottiene 


(@—- i+ y— =e, 0—-$+(y-@y=0, 14y4+(y—my/=0, (16) 


Www.rcin.org.pl 


— 187 — 


d'onde si trae, successivamente, 
, È 


Si ritrova così il circolo già chiamato osculatore, e si vede che il suo contatto con 
la curva è generalmente del secondo ordine, d’onde segue (cfr. $ 13) che ¿l cir- 
colo osculatore attraversa la curva nel punto stesso în cui la tocca. Si può an- 
che dire, riferendosi a quanto si è visto nel $ 35, che il circolo osculatore passa 
per tre punti della curva, infinitamente vicini, ed è bene rammentarsi che proprio 
così questo circolo ci si è presentato per la prima volta (III, 32, e). 

c) Se poi si vuole che un circolo abbia con una curva data un contatto di 
ordine superiore al secondo, bisogna che sia soddisfatta anche l'eguaglianza che si 
ottiene derivando l’ultima delle (16), cioè 


+ n” y ttr r n? ,2 "i 
3y y" + (y —n)y"=0 , o 38yy=(1+y)y" : 
ciò dipende dalla natura della curva data, nel punto particolare che si considera. 
Ora si noti che la derivata di p, rispetto ad œ, è precisamente 


4 
l 13 2 veni: r ? rr 
G+ P(3y pe (1 +y°)y ). 
y 


Dunque (cfr.§ 13), immaginando che M percorra la curva, avviene che il cir- 
colo osculatore „quando diventa minimo o massimo , acquista con la curva un 
contatto di ordine superiore al secondo. Ciò non toglie che la surosculazione 
possa aver luogo anche quando il circolo non diventa minimo o massimo. 


mviluprpi. 


38. Sia data una famiglia di curve mediante l'equazione f(X,Y,a)=0, 

che per ciascun valore del parametro a individua una curva. Supponiamo 
che f sia continua anche rispetto ad a, ed ammetta le de- testi 
.rivate prime continue. Sia M un punto d'incontro delle Pd 
curve (a) ed (a + h), ossia delle curve corrispondenti ai E la 
valori a ed a-+-% del parametro. Quando, fissato a, si fa A 
tendere % a zero, la curva (a-h) tende a coincidere con 7? 
(a), e può darsi che il punto M, scorrendo su (a), tenda ad occupare una 
posizione limite A. Il luogo dei punti A chiamasi ¿nviíluppo delle curve (a). 
Ciò premesso, si noti che le equazioni delle curve (a) ed (a-+%) sono sod- 
disfatte dalle coordinate X, Y del punto M, dimodochè si ha 


f(X,Y,a)=0 , f(X,Y,a+h)=0, (17) 


e conseguentemente, sottraendo la prima eguaglianza dalla seconda, anche 
f'(X,Y,a + 94)=0, con 0 compreso fra 0 ed 1. Se M tende ad A, ciò 


vuol dire che, per A infinitesimo, X ed Y tendono a limiti determinati x 
ed y, coordinate di A, dimodochè l’ultima equazione diventa f (2,9, a)=0, 
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mentre le (17) si riducono entrambe ad f(2,y,a)=0. L'eliminazione di a 
fra le equazioni 


f(a,y,a)=0 , /(@,y;a)=0 (18) 


fornisce l'equazione dell’inviluppo. Analogamente si procede quando l’equa- 
zione della famiglia contiene n parametri, legati da n —1 relazioni: 


ivo) (048,0, 0 0 dad, 0; i 
Differenziando sì ottengono le uguaglianze 
Lda ab4...=0 dap td 4. = Sala 
per la coesistenza delle quali è necessario che si abbia 
ACTS CD o. 
d(a,b,c,...) 


Basta poi eliminare, fra questa e le n uguaglianze date, gli n parametri, 
per trovare l'equazione dell’ inviluppo. 


39. Ora vogliamo dimostrare che 7 inviluppo tocca tutte le curve della 
famiglia. L'equazione dell’inviluppo è, se si vuole, la prima equazione (18); 
nella quale si pensa a come funzione di æ e di y, definita dalla seconda 
. equazione (18). Ora la gig Ut della pra rispet- 
dr +e +35 pr 0 ele 
generalmente si riduce, in virtù della seconda equazione (18), 


to ad z, conduce all’equazione 


a tro, ossia a quella stessa equazione che forni- 
sce il valore di y’ per la curva (a). 


40. Sviluppata e sviluppanti. Si chiama sviluppata d’una curva 
l’inviluppo delle sue normali. Ogni curva, poi, si dice sviluppante della pro- 
pria sviluppata. Per quanto si è visto nel $ 14 si può subito affermare che 
la sviluppata d’una curva piana è il luogo dei suoi centri di curvatura. Ora 
questo teorema si può anche dimostrare applicando all’equazione della nor- 
male X-04+(Y- y)y=0 il procedimento esposto nel $ 38. Si ottiene in- 

fatti —(14y' yy (Y—y)y"=0, e però le coordinate del punto di contatto 
della normale col suo inviluppo sono 
X=x—y' tt y° 


r , 


D'altra parte si è visto nel $37 che, se é ed m sono le coordinate del cen- 
tro di curvatura, si ha 


2 
TRAE EES 
ni e 
d 
Dunque sive n 
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41. Scritte le coordinate del centro di curvatura sotto la forma 


&=x—pseng , n=y+pcosp, 
se ne deduce 


di=dw — pcosgpdg—sengdo , da=dy—psengdg+ cospdp ; 


quindi, ricordando che dx = cosgds, dy=sengds, e ponendo ds per pdg, 
si trova d= — sen ọ dp , dn = cosgdp. Queste formole mo- 
strano che l'elemento CC' di sviluppata si può considerare 
come se fosse collocato sulla normale alla sviluppante, e 
come se avesse la lunghezza do=dp. Ne segue, ancora una 
volta, che le tangenti alla sviluppata sono normali alla svi- 
luppante. Inoltre l'eguaglianza d(o—p)=0 mostra che o —p è costante, 
e però, se si considera un arco di sviluppata C,C,=0,—0,, negli estremi 
del quale i raggi di curvatura della sviluppante considerata abbiano i va- 
lori p, € pa, si ha o, — p, =T, — fa; Cioè E, — o, =p, — p. In al- 
tri termini arco C,C,= M,C,— M,C,. Questa proprietà mostra che, 
se si immagina avvolto un filo sopra una curva piana, e che poi, 
tenendo fisso un capo del filo, questo si svolga, restando teso, nel 
piano della curva, ciascuno dei suoi punti descrive una svilup- 
pante della curva data. Una curva ha dunque infinite sviluppanti, 
le quali costituiscono un sistema di curve parallele ed equidistan- 
ti. Si possono anche considerare le sviluppanti d’una curva come rullette, ge- 
rate dai punti d'una retta che rotola, senza strisciare, sulla curva stessa. 
Finalmente, per conoscere la curvatura della sviluppata d’una data linea, 
basta scrivere che nelle due curve l’angolo di contingenza ha lo stesso va- 
lore, d'onde si deduce subito che ¿l raggio di curvatura della sviluppata è 


e 
J Nea 


uguale a p Fi e perciò accade, in generale, che, nei punti di minima o mas- 


sima curvatura della sviluppante, la sviluppata presenta altrettante cuspi- 
di. Invece le cuspidi della sviluppante (almeno quelle di prima specie) ca- 
dono sulla sviluppata, perchè, annullandosi p, il punto M della sviluppante 
coincide col punto C della sviluppata; ed inoltre, se questa ha in M il rag- 


d A sara 
gio a, dall’eguaglianza limp = = a si deduce, ponendo in M l’origine de- 


gli archi della sviluppante, ed invocando il teorema di l’ Hospital, 
2 
lim E =—2a , 
s 


vale a dire che, intorno ad M, la sviluppante si comporta come se la sua 
equazione intrinseca fosse p° =2as, ossia (cfr. $ 15, 0) come si comporta la 
sviluppante d’un circolo di raggio a intorno alla propria cuspide. 


42. Pedali ed antipedali. Abbiamo già detto nel $ 11 che si chia- 
ma pedale d'una curva (M), rispetto ad un polo Q, il luogo delle proje- 
zioni di Q sulle tangenti di (M). Se (M,) è la pedale di (M), si dice che 
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(M) è l’antipedale di (M,) rispetto a Q. È ovvio che l’ antipedale d'una 
curva rispetto ad un punto @ si può considerare come l’inviluppo delle per- 
pendicclari elevate alle rette uscenti da Q, nei loro punti d’incontro con la 
curva data. Questa osservazione indica la via da seguire per trovare l’equa- 
zione dell’ antipedale d’una curva. Sia cos + ysend=r 
l'equazione di MM,. Derivandola rispetto a 0 si ottiene l'e- 
quazione — zsen0 + ycos6=r', che rappresenta la per- 
pendicolare condotta per l estremità N della normale pola- 
re su MM,. Dunque ¿il punto M, dell'antipedale di (M) è la 
` projezione di N su MM,. Dalle due equazioni si deduce 
æ= r cosh —r'sen0,y=rsen0--r'così. Se si elimina 0, tenendo conto del- 
l'equazione polare di (M), si ottiene l'equazione cartesiana di (M,). Inver- 
samente, data la curva (M,), si conosce, per la definizione stessa, il punto M 
che corrisponde ad M, sulla pedale di (M,), e le considerazioni precedenti 
permettono di ritrovare (cfr. $ 11, c) per altra via la costruzione della tan- 
gente in M ad (M): questa è infatti perpendicolare alla normale MN, che 
sì costruisce congiungendo M al punto di mezzo di QM,. 


43. Se poi si vuol conoscere il raggio di curvatura di (M,), nel punto 


M,, si noti che 
= 

n = — (r4-r”)senð , EY (r4 r")eos0 5 

Siccome dð è, per SR l'angolo di contingenza, il raggio di curvatura è 

p,=r+r", basta cioè prolungare M,N di NC,=r" per ottenere il centro 

di curvatura di (M,). A questo risultato si suole dare un’altra forma intro- 

ducendo la lunghezza r,=QM, ed il raggio di curvatura di M). Questo è 


r24 ca 3 
-r r 


2 
a 9 i 33 a 
È vai r — r" a aa 


Si ha dunque la formola ii , che permette (cfr. $ 15,7) di co- 
struire 0, quando è nota la posizione di C. 

44. Caustiche. Immaginiamo che da un punto Q emanino raggi lu- 
minosi, i quali vengano poi riflessi da uno specchio (M). 1 successivi punti 
d'incontro dei raggi infinitamente vicini costituiscono 
una linea luminosa, che i fisici chiamano caustica per 
riflessione. Adunque la caustica della curva (M) rispet- 
to al polo Q è l’inviluppo dei raggi che, provenienti dal 
punto luminoso Q, si riflettono sulla curva (M) seguen- 
do la nota legge dell’eguaglianza fra gli angoli d’ inci- 
denza e di riflessione. Il raggio riflesso in M passa nel punto pw, simmetrico 
di Q rispetto alla tangente in M. Se si considera la curva (p), luogo dei 
simmetrici di ( rispetto ai punti M, è quasi evidente che la curva (p,) è 
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la pedale di (p) rispetto a Q, e però la normale a (p), in p,, passa nel punto 
medio di Qu, cioè per M. Per conseguenza i raggi riflessi sono tutti nor- 
mali alla curva (p), e però il loro inviluppo è la sviluppata di (p.,). Dunque 
la caustica d’una curva è la sviluppata della pedale d'una curva simile, ri- 
spetto al punto luminoso. Ne segue subito che i punti della caustica si co- 
struiscono (cfr. $ 15, 4j) come i centri di curvatura della pedale di (p) ri- 
spetto a Q; ed è facile riconoscere che la costruzione si può eseguire sosti- 
tuendo alla curva (p) la stessa (M). Nel caso poi che i raggi luminosi ven- 
gano dall’infinito, la costruzione si riduce ad una forma assai semplice, giac- 
chè si trova che le normali alla caustica, prodotta da un fascio di raggi pa- 
ralleli, dividono per metà i raggi di curvatura dello specchio nei rispettivi 
punti d'incidenza. Finalmente, nel caso generale d’un punto Q a distanza fi- 
nita, si vede subito, invocando il teorema sulla lunghezza della sviluppata, 
dimostrato nel $ 41, che ogni arco di caustica, con un estremo in un punto 
convenientemente scelto, è lungo quanto il cammino totale percorso dalla 
luce per giungere nell'altro estremo; d'onde segue, in particolare, che se si 
vuole che i raggi uscenti da ( tornino a convergere in un punto P, bisogna 
farli riflettere sopra un’ellisse, che abbia i fuochi in P e Q. 


45. Esercizii: a) L'equazione y = (a — a)? rappresenta una infinità di para- 
bole cubiche uguali, inviluppate dall'asse delle æ. Questa retta tocca tutte le pa- 
rabole nei loro punti d’inflessione, e perciò non divide il piano in due regioni, 
delle quali una sola contenga le curve inviluppate, e l’altra no, come accade in 
generale. Similmente l'inviluppo delle parabole y= a*(@ — a)? è costituito dal- 
l'asse delle æ e dalla curva 16y= 24; ma questa, pur toccando in un punto 
(æ =2a) ciascuna curva, l’attraversa in altri due (x = — 2a +2ay/2), e così la 
regione occupata dalle parabole si trova limitata dal solo asse delle œ, 

b) Si cerchi l’inviluppo d'una retta, mobile nel piano in guisa che due suoi 
punti restino sui lati d’un angolo retto. Se / è la distanza di questi punti, l’equa- 


7 =, e 0 si può considerare come quel parametro 
così — sen@ P TE 


arbitrario, a ciascun valore del quale corrisponde una posizione della retta. Deri- 
vando rispetto ad esso la precedente equazione si ottiene 


zione della retta è 


x Yy x:c089  y:senð 
a » ovvero = => a = 
cos’  sen?0 cos?0 sen*0 


` 


2 2 2 
e conseguentemente æ= lcos?ð , y = lsen?0 ; poi w” -+ y? = Ù. Dunque ($ 15, g) 
la retta iùviluppa un’asteroide. 
c) L'asteroide è anche l’inviluppo delle ellissi descritte da tutti gli altri 
punti della retta. Infatti, spezzato il segmento l 
in a-|--d, l'equazione dell’ ellisse descritta dal 


ae eris x 3 3 s 
punto di divisione è — -|- Y — 1: differenzian- 
u 


6? 
dola rispetto ai parametri a e 5, ed osservando 
a? 2 
che da + db = 0, si trova PTP ovvero 
a 
unt, yo 1 Bi ie 


de Arial : di RIP 
SF quindi, successivamente, x? =8?: l, yY = 03:1, w4 y°= L. 
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Se invece le lunghezze degli assi sono vincolate dalla relazione a°-+-5*=2°, si tro- 
va, in modo analogo, che l’inviluppo è costituito dalle quattro rette taty=!, 
vale a dire che le infinite ellissi, che hanno in comune gli assi ed il circolo di 
Monge, sono inscritte in un medesimo quadrato. 

d) Fra le sviluppanti della catenaria è particolarmente notevole quella che 
prende origine nel vertice della curva, e che si chiama #rattrice. Le proprietà 
($ 15,2) della catenaria conducono immediatamente a sco- 
prire le seguenti proprietà della trattrice: é costante il seg- 
mento staccato dall’assintoto sulle tangenti, a partire dai 
rispettivi punti di contatto ; ed il centro di curvatura 
sta sulla perpendicolare elevata all’ assintoto dal piede 
i della tangente. 
tatti e) Che le circonferenze siano le sole linee a curva- 
z tura costante si può dedurre dal fatto che, se p è costante 


d 
il raggio di curvatura della sviluppata, cioè pr, è sempre nullo, vale a dire che 


la sviluppata si riduce ad un punto O; e però la curva data, i cui punti si trovano, 
alla distanza costante p da O, è una circonferenza. In modo analogo si giustifica 
il nome di sviluppante di circolo, dato precedentemente ($15,0) ad una curva, 


| ARA ai ico balzi a RE va 
dalla cui equazione intrinseca p°—=2as si ricava infatti Pa=% vale a dire che 
s 


la curva ammette come sviluppata una circonferenza di raggio a. 

f) È facile constatare, anche per via geometrica, che la cicloide è uguale 
alla propria sviluppata, che la sviluppata della cardioide è una cardioide tre volte 
più piccola, che la sviluppata dell’asteroide è un'asteroide due volte più grande, 
ecc.; ma più generalmente si può dimostrare che, esclusa la sviluppante di circo- 
lo, ogni epicicloide 0 ipocicloide è simile alla propria sviluppata : il rapporto di 
similitudine è 1 -+ 2m (se m è il rapporto della circonferenza mobile alla circon- 


ferenza fissa), ed ha per conseguenza i valori 1,3, ecc., per la cicloide 


l 
+ 
(m=0), per la cardioide (m = 1), per l'asteroide (m= — 3). ecc. 


g) Riferiamoci alle cose dette nel $ 43, ed osserviamo che, se la curva 
(M) è una lumaca, dalla sua equazione r = a cosð + b si deduce r + r” = b, 
e basta questa uguaglianza per confermare che l’antipedale è una circonferenza di 
raggio è. Similmente, se la curva (M) è una spirale di Archimede, si ha r= a, 
r"—=0, e però il punto N, centro di curvatura di (M,) in virtù della seconda 
uguaglianza, resta, in virtù della prima, sopra una circonferenza. In altri termini 
(M,) è una sviluppante di circolo. Dunque la spirale di Archimede è la pe- 
dale d’una sviluppante di circolo. Per questa proprietà, quasi evidente, si è con- 
dotti (cfr. $ 15,7) ad una facile costruzione del centro di curvatura della spirale 
di Archimede in un dato punto M: se la projezione del polo O sulla normale 
si projetta, in L, sulla parallela condotta per N alla normale stessa, il centro di 
curvatura appartiene ad OL. 

h) Qual'è l’antipedale d'una retta rispetto ad un punto Q? Presa la retta 
come asse delle y, e la perpendicolare condotta per Q come asse delle œ, l’ e- 
quazione di MM, è my=m?x-+-'/,p, rappresentando con m il coefficiente ango- 
lare (variabile), e con '/,p la lunghezza (costante) del segmento OQ. Derivando 
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rispetto ad m si ottiene y=2mx; poi, eliminando m, si trova y? —2px. Dun- 
que l’antipedale d’una retta rispetto ad un punto è la parabola che ha questo punto 
per fuoco, ed è toccata dalla retta nel vertice, Del resto 
ciò risulta immediatamente dalla costruzione indicata nel 


ao du 

$ 42, la quale mostra che QM,N=NM,L, cioè che la 
normale è bisettrice dell’ angolo QM,L; e da quanto al- 
trove ($ 10, d) si è visto risulta che questa proprietà ca- 
ratterizza appunto la parabola. Ancora si noti che la for- 
mola ottenuta in fine del $ 43 diventa, nel caso attuale, 
rp, =2r,?, e siccome nel triangolo rettangolo RQM, si ha »,°=r.RM,, si vede 
che R divide per metà il raggio di curvatura: si ricade così sopra una nota ($ 15, #) 
costruzione. 

î) Se i raggi provenienti da un punto luminoso Q vengono riflessi da uno 
specchio circolare, la corrispondente curva (p) è un’altra circonferenza, e però 
(S11,c) la curva (p,) è una lumaca. In particolare, se il punto Q appartiene 
alla circonferenza data, esso appartiene anche alla circonferenza (p), e la lumaca 
è una cardioide, la cui sviluppata è un'altra cardioide, tre volte più piccola ed in- 
versamente situata. Dunque la caustica d’uno specchio circolare, per un fascio 
di raggi provenienti da un punto dello specchio stesso, è una cardioide, che 
tocca la circonferenza nel punto luminoso Q, ed,ha la cuspide ai due terzi del 
diametro che parte da Q. Se invece i raggi provengono dall’ infinito, si è visto che 
la normale alla caustica in un punto P, corrispondente ad un dato punto d’ inci- 
denza M, passa nel punto N, medio del raggio OM, e però, costruite la circon- 
ferenza di centro O, che passa per N, e quella che ha per diametro MN, si vede 
che la curva (P) si può considerare come generata dal punto P della seconda 
circonferenza nel rotolamento puro di questa sulla prima circonferenza. Dunque 
la caustica d'uno specchio circolare, per un fascio di raggi paralleli, è un’epi- 
cicloide a due cuspidi. 


VII. APPLICAZIONI ALLE CURVE STORTE. 


F'ormo le fondamentali. 


|. Tangente e piano normale. La tangente in un punto M d'una 
curva qualunque, piana o storta, è sempre la retta a cui tende la secante 
MM' quando, fissato M, si fa tendere M' ad M lungo la curva. Noi voglia- 
mo limitarci a studiare le linee per le quali si ha, come per le curve piane 
considerate nel precedente capitolo, 
arco MM' 
m — = 
corda MM 


Ora, poichè i coseni direttori della secante MM' sono uguali agli eccessi 
25 


Er 
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Sx, y, ðZ delle coordinate di M' su quelle di M, divisi per la lunghezza 
della corda MM’, si trova, passando al limite, dopo aver sostituito l'arco ds 
alla corda MM’, che 7 coseni direttori della tangente alla curva, nel punto 


(x,y,Z), sono 
dx zi dy _ dz 


Chess? Pai "Bi (1) 
Quadrate e sommate, queste formole conducono all'altra 
ds*=dx* +-dy* 4de" . (2) 


Così, date le coordinate #,y,z in funzione d'un parametro qualunque #, se 
si calcola prima ds mercè la formola (2), le (1) faranno poi conoscere i 
coseni direttori della tangente. Le equazioni della panni sono dunque 
Kee YVuey 44 
Mi RT mr 
e si possono scrivere immediatamente considerandole come le equazioni 
della retta che congiunge il punto (x,y,z) al punto (x+dx,y-|-dy,z-+ dz). 
Giova conoscere un'altra forma delle medesime equazioni, utile nel caso 
che la curva sia rappresentata da una coppia di equazioni 9(2,y,)=0 
4(2,y,2)=0. Allora, dovendo X—x,Y—y,Z—z essere proporzionali ai 
differenziali dx, d Ag vincolati dalle relazioni 


sì pui avere 


ò d 
-AEH +a) = y 
d: 
EEA) 


Adunque son queste le equazioni della sua Si chiama poi piano nor- 
male il luogo delle normali alla curva, in M, ossia delle perpendicolari con- 
dotte per M alla tangente. L'equazione d'un tal piano è 


(XK—&)de4+(YT-y)dyt+(Z—-2)d:=0, 


o pure, se la curva è data mediante le equazioni pz 0, y=0, 


p eT d9 | _.o . 
dr dal 
dp dp 
Y — — >| 
Y dy dy | 
Z —z > s 


2. Binormale e piano osculatore; normale principale e 


www.rcin.org.pl 


— 195 — 
piano rettificante. Quando M' tende, lungo la curva, a fissarsi in M, 
il piano condotto per la tangente in M parallelamente alla tangente in M' 
può tendere ad una posizione limite, ed in questa esso prende 
il nome di piano osculatore. Una delle infinite normali è si- 
tuata nel piano osculatore, un’altra è perpendicolare a questo 
piano: la prima dicesi normale principale, laltra si chiama 
binormale, perchè è perpendicolare a due tangenti infinita- 
mente vicine, vale a dire che può essere considerata come limite della retta 
condotta per M perpendicolarmente alle tangenti in M ed M’. Il piano de- 
terminato dalla tangente e dalla binormale si chiama piano rettificante. Le 
tre rette (tangente, binormale, normale principale) ed i tre piani (normale, 
osculatore, rettificante), definiti precedentemente, sono gli 
spigoli e le facce d’un triedro trirettangolo, che si chiama il p ii 
triedro fondamentale. In seguito si vedrà che, per conoscere AZ 
la posizione relativa dei triedri fondamentali in M ed M’, 
basta la conoscenza di due infinitesimi e ed m, caratteriz- vi pane nili fuant 
zati dalla doppia proprietà di essere dei differenziali, e di * 
rappresentare, a prescindere da infinitesimi superiori, l’ angolo delle tan- 
genti in M ed M’, e l'angolo delle binormali nei medesimi punti: Il primo 
si chiama angolo di contingenza, il secondo angolo di torsione. 


3. Qui è necessaria una breve digressione. Per una retta qualunque, i 
cui coseni direttori A,B,C sono funzioni continue d’una sola variabile in- 
dipendente #, si può sempre trovare un differenziale, sostituibile (VI, 1) 
all'angolo della direzione (A,B,C) con (A+ dA ,B-+ 8B,C + 30), ossia 
delle direzioni della retta, corrispondenti ai valori # e #-4- dt della variabile 
indipendente. Conduciamo infatti, nella sfera di raggio 1, che ha il centro 
nell’ origine, i raggi OP ed OP’ nelle predette direzioni. Al variare di # il 
punto P descrive sulla sfera una linea, ed è chiaro che all'angolo delle due 
direzioni, misurato dall'arco di circolo massimo PP’, si può prima sosti- 
tuire la corda PP’, poi l'arco PP’ della linea descritta da P, e finalmente 
il differenziale dell'arco o di questa curva, contato a partire da un’origine 
arbitraria. Ne segue subito, in virtù di (2), dopo avere osservato che le 
coordinate di P sono appunto A,B,C, è 


do’ = dA? + dB? + dC? . (3) 


Ad un’altra forma notevole di do si giunge osservando che, essendo ZA?=1, 
ZAdA—=0, si ha 


tei: Bi Cute RA RAGA 1300 
dA dB dC ha dA? 


quindi 
da? — (BdC — CAB)? + (CdA — AdC)? + (AdB — BdA} . (4) 


4. Ora, per conoscere la direzione della normale principale, osserviamo 
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che, se la direzione (A,B,C) è quella della tangente, in M, alla curva (M), 
il piano OPP' è parallelo alle tangenti in M ed M’, e però tende ad esser 
parallelo al piano osculatore quando M’ tende ad M (e conseguentemente 
P'a P, se a,b,c sono funzioni continue di #). Intanto PP’, che tende a 
toccare, in P, la curva (P), diventando così perpendicolare ad OP, tende 
ad esser parallela tanto al piano osculatore quanto al piano normale, e per 
conseguenza alla normale principale. Dunque, in virtù di (1), è coseni diret- 
tori della normale principale sono 

__da db de 


E ’ poet 5 it (5) 


N 


5. Ciò premesso, la direzione (a, ,Y) della binormale è determinata, a 
meno del senso, dalle condizioni di ortogonalità Zaa = 0 , ZaX= 0; e queste, 
insieme all'altra ZaX:=0, mostrano che il determinante dei nove coseni fon- 
damentali 

|a de]|=l (6) 
a Br 
lap vl 


è ortogonale, d'onde segue *) che il suo valore è +1 o —1; ma si può sem- 
pre fissare il verso positivo della direzione della binormale in modo che sia 
vera la (6): geometricamente ciò equivale a supporre che, quando si porta 
il triedro fondamentale a coincidere col triedro degli assi, in guisa che le di- 
rezioni positive della tangente e della normale principale coincidano rispet- 
tivamente con quelle degli assi x e z, la direzione positiva della binormale 
vada a coincidere con quella dell'asse y. Ed è anche noto *) che, in queste 
condizioni, ogni elemento del determinante (6) è uguale al proprio comple- 
mento algebrico. Ne segue, tenendo conto delle (5), che è coseni direttori 
della binormale sono dati dalle formole 
SEAT, TROIA RO E SITE (1) 
bdc —cdb cda—ade adb—bda è 

Ed ora siamo in grado di scrivere anche l'equazione del piano osculatore 
X(bde — cdb)(X — x) = 0, alla quale, in virtù delle (1), possiamo dar la 
forma 

| X—& da @& kai : 

| LEN dy dyl 

| Z —z dz dal 


e così vediamo che ¿l piano osculatore nel punto (x,y,z) si può considerare 
come determinato dalla tangente e dal punto 


(e +da +'/ad'o , y4+dy+'/,4°y , z4+dz4+'/,®z). 


*)« Analisi algebrica » p. 54. 
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6. Le formole (7) e (5) permettono di determinare le direzioni della bi- 
normale e della normale principale quando sono noti i coseni a,b,c, poichè 


l'angolo di contingenza si può, per le (3) e (4), calcolare mediante l'una o 
l’altra delle seguenti formole: 


eda? + db? -dè , e°=(bde-cdb)° + (eda—ade)? -+ {adb —bda) . 


Il segno con cui va preso e resta arbitrario, giacchè il cambiamento di que- 
sto segno nelle formole (7) e (5) produrrebbe il cambiamento simultaneo 
dei segni di @,8,Y e 2,.,v, dimodochè resterebbe intatta la (6). Se invece 
di a,b,c fossero noti i coseni 2, 8,y, si potrebbe calcolare l'angolo di tor- 
sione mediante una delle formole 


n= da? 4- d8- dy? , m*=(Bd—ydg) -+ (yda— ady) -+ (adp — Bda)" ; 


poi, con formole analoghe alle (7) e (5), si riuscirebbe a determinare le 
direzioni degli altri due spigoli del triedro fondamentale. Infatti la diffe- 
renziazione delle uguaglianze Zax=0, Za*®=1 dà, ricordando le (5), 


Dada=—Yada=—eYaX=0 o Mada=0 ; 


quindi da:X=dB:p=df:v=t, ovvero, prendendo x con un segno con- 
veniente, 


_ da __ db Udy 5 
mer 1 dee n" ant) ; (8) 
poi Bdy — ydg = (Bv — yp) = an, ecc. , ossia 
Aa a ER aio (9) 
Pdy— dB yda—ady adB—Bda n 


Anche qui si noti che il cambiamento di segno di y o di @,8,y nelle for- 
mole (8) e (9) lascerebbe intatta la condizione (6). 


7. Formole di Frenet. Dalle relazioni ZaX—=0, ZaX—=0,ZX?=1 si 
deduce, differenziando e tenendo presenti le (5) e le (8), 


a x 
Yadi= — Yda = — $= e i 


Vadi= —Mida= - DAY =, 
e 22470. Dunque di, d1, dv soddisfano al sistema di equazioni 
| adì +- bdp +edy =—€ , 


adi + Bdp + ydy=— ny, 
àdì + pdp +ydy=0 , 


che ha il determinante (6), ossia un determinante uguale all’ unità, in cui 
ogni elemento è uguale al proprio complemento algebrico. Ne segue subito 


dì=—as— an , dp=— bse—m , dy=—ce—ym. (10) 
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Son queste le formolé di Frenet. Esse ci dicono, insieme alle formole (5) 
ed (8), che < differenziali dei nove coseni fondamentali sono esprimibili li- 
nearmente nei coseni stessi; i coefficienti di tali espressioni dipendono uni- 
camente da e e da y. Se poi si chiama w il differenziale sostituibile al- 
l'angolo di due normali principali, infinitamente vicine, le formole (10), 
quadrate e sommate, danno w*= e° -|- n’. Quest'ultima proposizione, che si 
può dimostrare mediante semplici considerazioni geometriche, è conosciuta 
col nome di teorema di Lancret. 


8. È utile osservare che per qualunque terna ortogonale di direzioni 
sussistono formole analoghe alle precedenti. Prima, considerando due dire- 
zioni variabili qualunque, conveniamo di chiamare rotazione d’una dire- 
zione verso l’altra il differenziale w, sostituibile allo spostamento angolare 
infinitesimo della projezione della prima sopra un piano parallelo ad en- 
trambe, e proponiamoci di calcolare w, supponendo conosciuti i coseni A, 
B,C ed A’,B,C', che definiscono le due direzioni. Conduciamo per l’origine 
le parallele, nel verso positivo, alle direzioni (A,B,C),(A,B,0),(A+d4, 
B+8A,C-+-8C), ed alla projezione di questa sul piano determinato dalle pri- 
me due rette. Siano P,P',P" i punti in cui la prima, la terza e la quarta 
retta incontrano la sfera di raggio 1, col centro nell’origine. Evidentemente, 
poichè A,B,C sono le coordinate di P, ed A-+ dA, B+8B, C+ dC quelle 
di P', le differenze A,B,C misurano le projezioni di PP’ sugli assi. 
D'altra parte l'elemento PP”, che differisce da w per un infinitesimo supe- 
riore, si può considerare come la projezione di PP’ sulla direzione (l,m , n) 
dell'elemento stesso, evidentemente perpendicolare ad (A,B,C). Dunque, 
conservando i soli infinitesimi differenziali, v=/4A4-mdB-+4ndC; e poichè, 
chiamando ọ l'angolo delle due direzioni, si ha manifestamente 


A'—-Acosg-+lseng , B—=Bcosg-+-mseng , C=Ccosp+nseng, 
si vede subito, moltiplicando per dA , AB, dC, e sommando, che 
wseng = A'dA + B'dB+ CdC . 


È questa una formola spesso utile nelle applicazioni geometriche e mecca- 
niche. Ciò premesso, se le direzioni (A', B', C’) ed (A”, B”, C”) costituiscono 
con (A,B,C) una terna ortogonale, e se (A,B,C) ruota di w' verso la 
prima, e di w” verso la seconda, si ha 
YAdA=0 , YAU@dA=w , YA"dA=u", 
e se ne ricava 
da =A'w+A"w" , BSB HB o , d0= C'w + Ow” ; 

poi si vede che, se w è il differenziale sostituibile allo apooraa angolare 


assoluto di (A,B,C) nello spazio, in virtù di (8) si ha w’ =w" ue. ID 
particolare le formole (5) ed (8) ci dicono che gli spostamenti angolari della 


Wwww.rcin.org.pl 


— 199 — 


tangente e della binormale consistono in rotazioni e ed m verso la normale 
principale, e le (10) significano invece che lo spostamento angolare w della 
normale principale risulta da due rotazioni — £, — n, che questa retta ese- 
gue verso le prime due. 


Curvature. 


9. Come per le curve piane, così anche per le curve storte il rapporto 
e:ds serve a misurare una prima curvatura, o flessione della curva che 
si considera; ed analogamente si assume m:ds per misurare un’altra curva- 
tura, o torsione, che non ci si è presentata nelle curve piane, perchè in 
esse è costantemente nulla. Mentre poi al rapporto p= ds:e si continua a 
dare il nome di raggio di curvatura (o raggio di flessione), si conviene di 
chiamare raggio di torsione la lunghezza «#=ds:n. L'introduzione delle 
lunghezze determinate p ed + al posto degli infinitesimi e ed m in tutte le 
formole precedenti giova a metter queste sotto una forma più precisa. Così 
le (5), (8) e (10) diventano 


da _ À da _- ) di _ a o 
Ti bt a "EI Pere ri m 
do F deh Meri AA «a (11) 
ds pe de NE E e 6) i A 
de _ Vv dy.__ v Uy SI INTE, | 
de e al, A C a 
Alla prima terna si può, ricordando le (1), dar la forma 
d da d dy d dz 
E E e E a sec 
Poe de > PO Randa Te * Do, 


o, se si vuole, 


d°x lu d? 2 l bi = sd 
kel e ahr y a) : v=o dz 0 i (13) 


dè ds ds? ds ds ds? ds? ds ds? } 
Similmente, in virtù delle (1), le (7) si possono scrivere nel seguente modo: 
dz d*y  dyd?z da d*îz dzd8x dyd?x dad’ 
N L E O L 
ds ds ds ds ds ds” ds ds ds ds ds ds 


10. Calcolo della flessione. Le formole (1), (12), (14) fanno co- 
noscere i valori dei nove coseni fondamentali in funzione delle derivate pri- 
me e seconde delle coordinate, purchè prima si conosca il valore di p. Ora 
questo valore risulta dalle formole stesse, giacchè le (12), quadrate e som- 


mate, danno ; 
l d dæ d dy\ d dz\? 
ehsa) +a) ta R 


o, se si vuole, adoperando invece le (13), 
1 dal ay * fd LR 
sE EE-E 
p s s ds ds 
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vale a dire che per le curve storte, come (V,11,e) per le curve piane, ¿l 
quadrato della curvatura è uguale alla somma dei quadrati delle derivate 
seconde delle coordinate rispetto all'arco. Se poi si elevano al quadrato le 
(14), e si sommano, si ottiene l’altra formola 


bri + (dæ? 4 dy? + d2°)f 

V (dy d?z — dzd?y) + (dz d*a — dx d?’z)? + (da d’y — dy d?o} 
che include (per # costante) quella che più comunemente (V,11,d) si ado- 
pera per le curve piane. Dalla formola (15) si deduce subito che le sole linee 
a flessione nulla sono le rette. Infatti non si può costantemente avere l:p=0 
senza che siano ad un tempo nulle le derivate seconde delle coordinate, e 
per conseguenza le derivate prime uguali a costanti a,b,c, d’onde segue, 
chiamando %,:%»4, le coordinate del punto scelto come origine degli archi, 
x=as|+x,,4y=bs4+%,8="684 4 e finalmente, eliminando s, 


» (16) 


nb to MRI Mr LA I 
a b “Da 


equazioni della retta condotta dal punto (£Y, 4,) nella direzione (a,b,c). 


11. Calcolo della torsione. Dalla seconda terna (11), moltipli- 
cando per X,j.,v, e sommando, si ricava 


i 
DEATH PTT i” 


KA 
D'altra parte la derivazione delle (14) conduce alle formole 


da ` (È ay  dy Ta) a dp 


ds *\ds ds ds ds’ 


e per conseguenza, se si tien conto anche delle (13), 


bia Csa pae d'y dyd*z 
o Pd ds se “A 
ossia 
l lido: de da 
tia. Op Si 


dy dy dy 
| ds ds ds? 
|dz d'z. d's 


| — a 
(ds ds? ds 


Questa importante formola fa conoscere la torsione quando è nota la fles- 
sione. Del resto, se si sostituisce a p la sua espressione (16), si può anche 
scrivere 


1 (dyd°z—dzd’y)d'x(dzd°x— drd°2)d*y- (dudy — dy d's) dz 


DNN (dy d*z — dz d'y’ -+ (dz x — dwd*z) -+ (dæ d*y — dy dx)? 
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Questa è la torsione. In forma più elegante: 
| de Ay dz | 


d'a d'y d'z] 


l |dw dy dz 
EET R E L 
E d'y dz 


Evidentemente nelle linee piane la torsione è nulla, purchè si escluda la 
retta, la cui torsione è dappertutto indeterminata, visto che si può in ciascun 
punto considerare come osculatore ogni piano che passa per la retta. Ora è 
utile osservare che le sole linee a torsione nulla sono le curve piane. Infatti, 
quando la torsione è costantemente nulla, è tale anche il secondo membro di 
(17), d’onde segue (IV, 9) che si ha Zade=0 per tre convenienti valori 
delle costanti @,8,Y; quindi Zax = costante. Alla medesima conclusione, 
come all’altra ottenuta in fine del precedente paragrafo, si perviene anche 
mercè la considerazione diretta delle prime due terne (11). 


12. Note le curvature, è determinato il triedro fondamentale in M’ ri- 
spetto al triedro che ha l’origine in M. Si calcoli infatti la distanza ZA dx 
del punto M' al piano condotto per M perpendicolarmente alla direzione 
(A,B,C). Per lo sviluppo di dx secondo la formola di Taylor (V, 17) si 
può sempre assumere s come variabile indipendente, nella quale ipotesi 
dalle (11) si ha 


da __ d'a — DI dx a 1 (£ z) 1 


p KA 


rt n To ea 
quindi 


° 
VERI 


ds? a ‘| > 
donads +2 D+ (+) 
p_ 2 p x]p/ ô 
e finalmente 


€ ds? di A D\1\ds 

SRI E AT sa; 

n= Ads4= 54 (072-(24+2) 2) F+. 09 

dove A, B, € sono i coseni che definiscono la direzione (A,B,C) rispetto 
al triedro fondamentale, ossia 


A=ZAa , B=ZAx , COLA. 


Soltanto per Q= 0 il secondo membro di (18) è infinitesimo del secondo 
ordine, e diventa d’un ordine superiore al secondo se si ha inoltre ©=0. 
Dunque la distanza di M' ai piani che passano per la tangente in M è ge- 
neralmente infinitesima del secondo ordine rispetto all'arco MM’; ma, fra 
tutti questi piani, un solo ha da M' una distanza infinitesima del terzo or- 
dine almeno, ed è il piano osculatore. Bene a ragione, dunque, questo piano 
si è chiamato osculatore, poichè, fra tutti i piani dello spazio, è quello che 
più si accosta alla curva intorno ad M. 
26 
ka 
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13. La formola (18) ci dà subito le coordinate w,v,w di M' rispetto al 
triedro fondamentale: basta far coincidere (A , B,C) successivamente con 
le direzioni della tangente (A —=1,95=©—=0), della binormale (B=1, 
@=AQ= 0), della normale principale (©—=1,A=9=0), per ottenere 

ds? ds? han ds? ds°dp 


u=ds— z5 , v=— -> , w=-— —— 


p° ep 6 


(19) 


prescindendo dagli infinitesimi d’un ordine superiore al terzo. In queste con- 
dizioni l’arco MM’ si può considerare come appartenente ad una sfera, giac- 


; d i SA 4 
chè si ha pw— z w= '/ads?; ed al posto di ds? si può scrivere «’, ed ag- 
giungervi anche v? e w°, trascurabili rispetto a ds°. In tal modo si ottiene 


u + (04 vi) + (w— p} =R , 


S 
AONE A i i i è 
dove R? =p + e , si trova cioè una sfera, che ha il raggio &, ed il cui 
$ : d ; 
centro sta nel piano normale, alle distanze — e e p dal piano osculatore 


e dal piano rettificante. Questa sfera si chiama osculatrice alla curva, in M, 
in quanto è, fra tutte le sfere dello spazio, quella che più si accosta alla 
curva intorno ad M. Quando poi si trascurano gli infinitesimi del terzo or- 
dine, l'arco MM' si può considerare come situato nel piano osculatore; e, se 
si trascurano anche quelli del secondo ordine, si può addirittura riguardare 
MM' come un segmento rettilineo. Per conseguenza, in quelle questioni per 
le quali è lecito prescindere dagli infinitesimi superiori, è anche lecito assi- 
milare la curva ad una linea poligonale MM'M"M"... dai lati infinitamente 
piccoli, e considerare la tangente come la retta su cui giace un elemento MM, 
il piano osculatore come il piano determinato da due elementi consecutivi 
MM' ed M'M", o dai punti M, M', M”; la sfera osculatrice come determi- 
nata dai punti M , M', M”, M”. Questo modo di vedere e di esprimersi, ap- 
parentemente scorretto, è spesso utile per rendersi con- 
to geometricamente di parecchi risultati del Calcolo. 
Ed ora è facile constatare che si passa da una posi- 
zione del triedro fondamentale (origine M) alla posi- 
" zione successiva (origine M’) facendo scorrere di ds 
il vertice sulla tangente, e facendo poi ruotare gli spi- 
goli intorno al vertice, in modo che acquistino, rispetto 
alle loro primitive posizioni #,0 ,#, i seguenti coseni direttori: 


t l 0 5 
b 0 l n 
n —e —N l 


Ciò si deduce dalle formole (5), (8) e (10), nell’ ipotesi che sia a=f=v=1, 
b=c=y=a=A=p=0, ed è reso anche più chiaro e più preciso dalle 
considerazioni del $ 8. 
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14. Le formole (19) permettono di discutere l’ andamento della curva 
intorno a ciascuno dei suoi punti. È chiaro, infatti, che se le curvature , in 
M, non sono nulle, un osservatore che cammini sulla curva, tenendo la testa 
sulla parte positiva della normale, e procedendo nel senso positivo della tan- 
gente, vedrà, in M, la curva elevarsi o abbassarsi secondo che p è positivo 
o negativo, e la vedrà volgere a sinistra o a destra secondo che z ha il se- 
gno di p o il segno opposto. Siccome poi il cambiamento di ds in —ds al- 
tera il segno di v, ma non quello di w, si vede che, se si prende intorno ad 
M un arco convenientemente piccolo, ogni piano che passa per la tangente 
lascia Varco tutto da una parte, ad eccezione del piano osculatore, il quale 
attraversa la curva. In altri termini ogni punto della curva è un punto di 
inflessione per la projezione della curva sul corrispondente piano rettifican- 
te. Ciò accade soltanto in generale, poichè cessa di aver luogo nei punti (ana- 
loghi, nello spazio, ai punti d’inflessione delle curve piane) soddisfacenti 
alla condizione (efr. VI, 24) 


da eo (20) 
dy a dy i 
ds > d'é Z | 

In siffatti punti è nulla, in virtù di (17), almeno una delle curvature, e però 


w diventa d'un ordine superiore al terzo. Per valutare questa distanza biso- 
gna proseguire il calcolo iniziato nel $ 12, osservando innanzi tutto che 


dix AA OI 7 SA l e 1 Il Pa 1 
ara retta) 
per dedurne, a prescindere dagli infinitesimi d’un ordine superiore al quarto, 
v= — e e = CoA 
E pa, Ae R Tad 
l l 1 
quindi, secondo che —=0 (ma a_20) o Pi. (ma F 20), è 
E A di. 1 
ù= nea o Wi T 


Ne segue, in generale, che nei punti singolari M, definiti dalla (20), se- 
condo che una delle curvature si annulla per prendere o per lasciare il se- 
gno dell’altra, un arco convenientemente piccolo, preso intorno ad M, sta 
tutto a sinistra, o (rispettivamente) tutto a destra del piano osculatore. Ma 
quando le due curvature si annullano ad un tempo, anche in generale accade 
che v diventa infinitesima del quinto ordine, giacchè, se si deriva la (21), si 
trova facilmente, nelle ipotesi fatte, 
de bi 
g= aiar as =n A 


sicchè il piano osculatore attraversa la curva, come nei punti ordinarii ; ed 
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in questo caso il punto che si considera è un punto d’inflessione anche per 
le projezioni della curva sul piano rettificante e sul piano normale. Sono poi 
notevoli, fra i punti definiti dalla (20), quei punti M nei quali si annulla 
la sola flessione, perchè in essi avviene proprio l'opposto di ciò che si veri- 
fica nei punti ordinarii, vale a dire che la curva attraversa tutti i piani che 
passano per M, tranne il piano osculatore: ciò si deve al fatto che, mentre 
l’infinitesimo v diventa, come si è visto, del quarto ordine, w diventa del 
terzo, e però, come u, cambia segno insieme a ds. Ne segue che si ha un’in- 
flessione per la projezione della curva, non sul piano retvificante, ma sul 
piano osculatore, e però son questi i punti che veramente corrispondono ai 
punti d’inflessione delle curve piane. Inoltre la projezione della curva sul 
piano normale in M, anche quando è nulla la sola torsione, presenta una 
cuspide, in M; ma questa è di prima specie (VI,28) nel primo caso, e di 
seconda specie nel secondo. Più difficile è lo studio delle singolarità dovute 
all’annullarsi di p o di +, non reggendo più, in simili punti, i precedenti 
sviluppi di «,v,w, giacchè le formole adoperate per ottenerli suppongono 
essenzialmente finite le curvature. 


15. Esercizii: a) Consideriamo un’elica circolare, ossia una curva che in- 
contra sotto un angolo costante ọ le generatrici d'un cilindro circolare, di rag- 
gio r. Prendiamo come asse delle z l’asse del cilindro, e per- 
pendicolarmente ad esso conduciamo, per un punto A della cur-. 
va, l’asse delle æ. Sia 0, per qualunque punto M dell'elica, lan- 
golo che la projezione di OM sul piano æy fa con l’asse œ. Sic- 
come, per definizione, c dev'essere costantemente uguale a cosg, 
bisogna che sia z=scosg, fissando in A l’origine degli archi. 
Le coordinate di M sono dunque @=rcos0,y=rsen0, z= scos. Ne segue, 
differenziando, 


de=—rsen0 d0 , dy=rcos0d0 , des=cosgds ; 
quindi, quadrando e sommando, ds? = r°d0* + cos°g ds*; poi, successivamente, 
rdð rô 


gm ae «| en: . 
sen @ sen Q 
Già la relazione z= scosg dimostra che, se T è il piede della tangente sul pia- 
no æy , il segmento MT è appunto uguale ad s; ed ora vediamo che, se P è la 
projezione di M sul detto piano, si ha PT=sseng=r0=arco AP, e però, quan- 
do M si sposta lungo l’elica, T descrive una sviluppante di circolo. Intanto i co- 
seni direttori della tangente all’elica sono 


a= —senọsenĝð , d=-sengcosì , c=cosp, 


d’onde si trae, derivando e ricordando la prima terna (11), 


A= = sen’gcosì p__—sen’psenò 0 
POE A gie TI 
poi 
š 
= pi À=— co —— send 0. 
p seno ’ così , | send , 


Wwww.rcin.org.pl 


. — 205 — 


Dunque le normali principali dell'elica incontrano ad angolo retto l’asse del ci- 
lindro. Inoltre si noti che ¿l raggio di flessione è costante. I coseni direttori della 
binormale sono 


a= cp = — cosọsenð , B=—ci=cosgcosì , 1=54—ap=—seng , 


e basta derivare æ o B, o pure uno dei coseni direttori della normale principale, 
per ottenere, ricordando le altre formole (11), il valore del raggio di torsione : 
Pei Dunque, come si vede, anche ¿l raggio di torsione è costante. 
seng cos ọ 

b) I calcoli precedenti si possono eseguire più generalmente (con » fun- 
zione di 0) per qualsivoglia elica cilindrica, cioè per quelle curve che, trac- 
ciate sopra un cilindro qualunque, ne incontrano le generatrici sotto un angolo 
costante g. Invece di ripetere i calcoli vogliamo mostrare, andando per la via più 
breve, come si arriva a scoprire un'importante proprietà caratteristica di tali 
curve, Richiamiamo le formole 


dai pe. da ‘ap _*4 dd PR i, 
ed osserviamo che, nell’ ipotesi di c costante, la prima formola dà v= 0, poi la 
seconda mostra che y è costante. Ora, siccome si ha sempre ce? -+ y?y =l, si 
può porre y = cos(g +!/,7) = — seng, se c=cosg, contando @, nel piano 
rettificante, a partire dalla tangente, nel senso opposto a quello del moto degli in- 
dici d’un orologio per un osservatore posto sulla parte positiva della normale prin- 


cipale. Ciò premesso, la terza formola dà tgg= de) e però į? rapporto delle cur- 


vature è costante. Inversamente, se ciò ha luogo, si conduca per ciascun punto M, 
ne] piano rettificante, la retta definita dai coseni 


Il=acosp—aseng , m=bcosp—fseng , n=Ccosp—yseng , 


dove l'angolo @, costante, è definito dalla precedente uguaglianza. Si ha, in virtù 
delle (11), 

di n 00 300?) 

ds ds ds p % 
cioè l,m ,m sono costanti, e però la curva è un’ elica cilindrica, perchè è trac- 
ciata sopra un cilindro, e ne incontra le generatrici sotto l'angolo costante ọ. 
Dunque, perché una curva sia un’elica cilindrica, occorre e basta che le sue 
curvature si mantengano in un rapporto costante. Se poi le curvature si con- 
servano entrambe costanti, l'elica è necessariamente circolare: essa è tracciata 
sopra un cilindro, il cui raggio è pr*:(p*° + x°). Lasciamo al lettore la cura di di- 
mostrare questo teorema, dovuto a Puiseux. 

c) Si chiama poi elica conica ogni curva che incontra (obliquamente) 
sotto un angolo costante + le generatrici d’un cono. Quando il cono è circolare, 
lelica incontra evidentemente sotto un angolo costante @ (tale che, chiamando y% 
l'inclinazione delle generatrici sull’asse, è cosg = cos} cosy) anche le generatrici 
del cilindro che la projetta ortogonalmente sopra un piano perpendicolare all’asse, 
ed è per conseguenza un'elica cilindrica, e si chiama, per questa ragione, elica 
cilindro-conica : essa è, per così dire, la spirale logaritmica dello spazio. L'asse 
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ed il vertice del cono si prendano come asse delle z e come origine delle coordi- 
nate, e si chiami R la distanza di M dall’origine. Si deve avere 
d z dz 
cosp = 2 ARA AE 4- eon 
Rds ' Rds' Rds ds 

e poichè, per ipotesi, non è cosù=0 (nel qual caso si avrebbe R = costante, e 
la curva apparterrebbe ad una sfera), si ha R=scos®, ponendo l'origine degli 
archi nel vertice del cono. D'altra parte »= Rseny; dunque r==mssend, dove 
per brevità si è posto m = cot} seny. Intanto le coordinate d'un punto qualunque 
della curva sono œ =r cos ô ,y=rsend, s“=rcoty, e si ha 


dr? — m°sen*y (dr? + 1° 40° -- d2?) = cos°pdr*-- m°*r°sen°pd0* , 


d'onde si trae dr = mrd0, poi logr = podi Eiris Dunque la sezione retta 
del cilindro, su cui la curva considerata è un'elica, è una spirale logaritmica. Ora, 
se si osserva che 


BETTA do: Lar enp 
ds s E T T ms 


si trovano facilmente i coseni direttori della tangente 
a=(mcosð —senð)seny , B=(msend+cos0)send , c=cosgp, 


poi, derivando ancora, quelli della normale principale 


X=— (0050 -+ ma send) 2EY sì p= — (send — im coso) E Y n TE 


Dunque le normali principali sono perpendicolari all'asse del cono, ma non l'in- 
contrano: esse sono normali al cilindro, non al cono. Quadrando e sommando le 


ultime formole, ed osservando che 1 -} m? = o si ottiene il valore di p, e se 
sen 
ne deduce poi subito quello di += ptgọ: 
ms ms 
DER r «arca 
sen ọ coso 


Dunque nell’elica cilindro-conica i raggi di curvatura sono proporzionali al- 
l’arco, contato a partire dal vertice del cono. Si può dimostrare che, inversa- 
mente, se in una curva si ha`p = ks ,% = k's, essa è necessariamente un’ elica 
cilindro-conica, tracciata sopra un cono Sira; in cui l'inclinazione y delle ge- 


neratrici sull'asse è definita da tgy =k” Vre IR ERN? 

d) Quando ad un piano, considerato come un velo flessibile ma inestendi- 
bile, si dà una qualsiasi forma cilindrica, tutte le rette, che hanno nel piano una 
certa direzione, diventano le generatrici del cilindro, ed ogni altra retta si cambia 
in un’elica, e non cessa di segnare sulla superficie il più breve cammino fra due 
qualunque dei suoi punti, sufficientemente vicini. Ciò si esprime dicendo che le 
eliche cilindriche sono le geodetiche dei rispettivi cilindri. Il concetto di geodetica 
verrà più oltre presentato sotto un altro aspetto, ed esteso ad una superficie qua- 
lunque; ma noi già possiamo ricercare quali sono le geodetiche delle superficie 
coniche, cioè in quali curve si cambiano le rette d’un piano inestendibile quando 
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a questo si dà, per via di semplice flessione, la forma d’un cono. Si noti che tali 
curve non sono le eliche coniche, le quali provengono invece da quelle spirali lo- 
garitmiche, che hanno il polo nel vertice del cono. Ora, limitandoci al caso d’ un 
cono circolare, se A è la projezione del vertice O sulla retta che si vuol conside- 
rare, se l è la lunghezza del segmento OA, ed R la distanza di O ad un punto 
qualunque M della retta, si ha R? = s? 4- /?, ponendo in A l'origine degli archi. 
Chiamiamo inoltre ọ l’angolo OMA, ossia, nello spazio, l’ inclinazione della tan- 
gente sulla generatrice. È chiaro che 


l 
37° = COs = e 9 R se eee 
; SR» N dð _seng aori kiui 
e, poichè ds? = dR? -+ 7°d0?, si ha pure "epc dove, essendo y l'inclinazione 


delle generatrici sull’ asse z (asse del cono), è »—=Rseny. Ciò premesso, la de- 
rivazione di æ = r cos , y = rsen ð , z = rcoty rispetto ad s fornisce i coseni 
direttori della tangente 


a== — sen ọ sen ĝ -+ coso cos seny , b= sen ọ cos ĝ + cossen ð seny , C = COSY COSY , 
poi (derivando ancora) quelli della normale principale 


A= — £ sen'peoty cosycosì , p=— £ sen’ cotycosysen0 , v= £ song cos% , 


ossia 
ìà = — cosycosì , p= — cosysenð , v=seny , 


dopo avere osservato (quadrando e sommando) che 


l _ sen?ọ ici 3 i 

TA coty == coty 
Dunque le normali principali sono perpendicolari alle generatrici, ed incontrano 
l'asse: esse sono perpendicolari alla superficie del cono. Inoltre la flessione va- 
ria in ragione inversa del cubo del segmento staccato dalla curva sulla gene- 
ratrice, a partire dal vertice. I coseni direttori della binormale sono 


a==—cosgsend — sen ọ cos sen y , B= cos ọ così — sen ọ sen 0 sen y , Y = — sen ọ cosy 
Basta derivare l’ultimo per trovare il valore della torsione : 


1l en @ cos s 

par = TOI coty= S coty ; 
Si noti la relazione sx =/p. Orbene si dimostra che questa è vera per le geode- 
tiche di qualsivoglia superficie conica, ma non sussiste per altre curve. È in altri 
termini proprietà caratteristica delle geodetiche dei coni il variare del rapporto 
delle curvature in ragione inversa dell arco. 

e) Cerchiamo se può darsi che le normali principali d'una curva (M) siano 
normali principali di un'altra curva (M,). A ciascun punto (@,7,4) della prima 
curva corrisponde, sull'altra, un punto M,, le cui coordinate sono ae, = œ + Xp, 
Y=Y+pp,z,=z+ vp, se p è la distanza MM,. Ai coseni direttori della 
tangente ad (M,), in M,, si deve poter dare la forma 


a,=acosg—asend , d,=bcosy—fsend , c,=ccosp+yseny , 
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chiamando + langolo di cui la tangente stessa, osservata da M, deve ruotare 
(nel senso inverso degli indici d’un orologio) per diventar parallela alla tangente, 
in M, ad (M). Intanto si ha 


da, __ a O dp 
amast) , ecc.; 


p & 
quindi 
dp KORRE E, PEAR 
sa al FER cosp , paga"? seny , (22) 
e per conseguenza dev'essere 
l 
p=costante , net) E : (23) 
p f P 


_ Fin qui abbiamo soltanto espresso che le normali principali di (M) sono normali 
ad (M,); ma perchè siano le normali principali bisogna ancora che si abbia 
da, 1 db, p de, _ v 


ae TAC ’ era DI ia e, 
ds, pı ds, . Pa ds, p, 
vale a dire, osservando che 


Tan (mt t) dy 
TO “nervo, à — (asenptacosp)_= , ecc., 


bisogna che sia 


ea E l ds, _cosp_senp. 
è) 


Ra ico RE 2 
da to pride p % (Ri 


quindi p4 = costante, e così vediamo che è triedri fondamentali delle due curve 
sono rigidamente connessi fra loro. Inoltre, in virtù di (28), fra le curvature 
di (M) sussiste una relazione lineare, a coefficienti costanti. Dunque (M) non 
è una curva qualunque: essa è una curva di Bertrand, nome che si dà ad ogni 
linea, le cui curvature sono vincolate da una relazione 


ct): (25) 


con p e q costanti. Si noti che, inversamente, data una simile linea, tutte le con- 
dizioni trovate innanzi sono soddisfatte, e però esiste una seconda linea, che am- 
mette le stesse normali principali: le due curve determinano segmenti uguali a p 
sulle comuni normali principali, e le tangenti negli estremi di ciascun segmento 
fanno fra loro un angolo costante ẹ} = arctg(p:9). Evidentemente la seconda li- 
nea è, come la prima, una curva di Bertrand, che soddisfa alla stessa (25), a 
parte il cambiamento di p in — p. Ciò permette di calcolare facilmente le cur- 
vature di (M,), giacchè dalla terza formola (22) si ha ds,:ds=Vp° +9? :x, e 
però dev'essere anche ds:ds,=Vp*+g?:x,. Ne segue zri =p +q’, vale a 
dire che le torsioni, in due punti che si corrispondono sulle due linee, formano 
un prodotto costante. Poi, applicando la (25) alla curva (M,), 


PERE GARE PRE gS OERE E T Lina. 
Sn pi t pù. (9° +9°)p (P+) ’ 
cioè a 
deci MR; (26) 
Pi (P19)p 
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come si può anche dedurre dalla seconda formola (24). Finalmente osserviamo 
che la risposta data alla questione proposta riesce illusoria quando p=0, ossia 
per le curve a torsione, costante (non nulla) ed a flessione variabile, perchè allora 
(M,) coincide con (M). Questa conclusione non vale per le curve a torsione nulla 
(curve piane), per le quali si ha infatti p=0, dimodochè le formole (22) e (24) 
forniscono soltanto i noti risultati 


p= costante , "vaii F] , PSP è 
relativi ai sistemi di curve parallele (VI, 41). E nemmeno vale quando è costante 
anche la flessione, perchè allora la condizione (25) è soddisfatta per infinite cop- 
pie di valori di p e q, vale a dire che un'elica circolare si può in infiniti modi 
considerare come una curva di Bertrand. Così le eliche circolari ci si pre- 
sentano come caratterizzate, fra le curve storte, dalla proprietà di avere, come 
le curve piane, le normali principali in comune con infinite altre linee. Queste 
sono, naturalmente, eliche circolari, ed una, in particolare, deve ridursi ad una 
retta; essa corrisponde ai valori di p e g soddisfacenti alla (25) ed alla (26) per 


2 2 
Y CA LA } PRI. : ; 
p,=%, ossia pe ETE gli P -, ed è l’asse comune dei cilindri, sui 
1 RIE ii 
quali son tracciate le eliche. 
Contatti. 


16. Terminiamo con pochi cenni intorno al contatto fra una curva ed una 
superficie, rinviando il lettore ad altri trattati *) per uno studio più accu- 
rato del contatto d'una curva con una superficie o con altre curve. Qui, per 
potere svolgere la teoria dei contatti con procedimento più rapido ed intui- 
tivo, ci appoggeremo a certi risultati ottenuti precedentemente (VI, 35) 
nello studio del contatto fra curve piane, e diremo che una superficie ha con 
una curva data, in un punto M, un contatto dell'ordine n, se occupa la po- 
sizione limite d'una superficie passante per M e per altri n punti della cur- 
va, quando questi ultimi tendono ad M, senza che ciò avvenga per altri 
punti d’incontro. Se la superficie che si considera è di quelle che nello spa- 
zio a tre dimensioni sono determinate da n 4-1 punti (0, ciò che vale lo 
stesso, se appartiene ad una famiglia di superficie, rappresentata da una 
equazione che racchiude n+ 1 parametri arbitrari) l'ordine del contatto 
non supera #, in generale, e quando raggiunge questo valore, la superficie 
dicesi osculatrice alla curva, nel punto considerato. Per esprimere che una 
superficie è osculatrice ad una data curva, in un dato punto, basta eviden- 
temente differenziarne l’ equazione tante volte quante sono necessarie per 
determinare i valori dei parametri, e scrivere che tutte le equazioni così 
ottenute sono soddisfatte dalle coordinate x,y,z del punto M e dai succes- 
sivi differenziali delle coordinate stesse. In tal modo si viene infatti ad e- 
sprimere, usando il solito linguaggio convenzionale ($ 13), che la superficie 
contiene, oltre il punto M, gli n punti M’, M”,... infinitamente vicini ad M. 


*) Vedi, per esempio, il « Cours d’ Analyse » di Hermite (p. 116). 
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17. Piano osculatore. L'equazione del piano AX-+BY+CZ+D=0 
contiene #re parametri veramente arbitrarii, cioè i rapporti di tre coeffi- 
cienti ad un quarto non nullo. Esprimiamo che questa equazione, e le prime 
due che se ne deducono per differenziazione, o per derivazione rispetto al- 
l'arco s d’una curva, sono soddisfatte dalle coordinate s, y, d’un punto M 
di questa curva: 


Ax+By+0z4+D=0 , Aa+-B8--Ce=0, AX-+-Bp+Cv=0. (27) 


Dalla prima condizione il piano è obbligato soltanto a passare per M; ma, 
se vi si aggiunge la seconda, il piano dovrà contenere la tangente in M. Dun- 
que ogni piano che passa per la tangente si può ben chiamare piano tangen- 
te, in quanto ha con la curva un contatto generalmente del primo ordine, 
ossia la sua distanza ad un punto M', infinitamente vicino ad M, è infinite- 
sima del secondo ordine rispetto ad MM’. Se poi si aggiunge la terza con- 
dizione, si obbliga il piano a contenere anche la normale principale, ossia 
a coincidere con quello che già precedentemente abbiamo chiamato piano 
osculatore. Il suo contatto con la curva è del secondo ordine, ma può acci- 
dentalmente riuscire d’un ordine superiore: allora il piano è surosculatore, 
o, come si suol dire, è un piano osculatore stazionario. 


18. La surosculazione avviene, naturalmente, in punti singolari, carat- 
terizzati dalla condizione a cui si giunge derivando ancora una volta l'ulti- 
ma delle (27), ed eliminando A,B,C; ma, per essere sicuri di considerare 
tutti i casi possibili, conviene osservare che, in realtà, la condizione otte- 
nuta derivando la seconda eguaglianza (27) è 


(Aà + Bp +- Cv) = =0, (28) 


dimodochè si ha, tornando a derivare, 
d 1 ] 
s p pr 


l ; ah vp 
Ora, se non è Cr dev'essere ZAX =0, e per conseguenza si può porre 
A=a,B=8,C=v; quindi la condizione (29) diventa È = 0. Nel caso 
opposto l’eguaglianza (28) è vera qualunque siano A,B,C, e però tutti i 
piani tangenti hanno un contatto del secondo ordine con la curva; ma il 
nome di piano osculatore spetta a quello, fra essi, per cui è soddisfatta la 
condizione (29); e poichè questa, in generale, torna a prendere la forma 
ZAX=0, si ritrova il piano osculatore, con un contatto del terzo ordine al- 
meno. Se poi si avesse anche d— =Q basterebbe derivare la condizione (29), 
una o più volte di seguito, per convincersi che si ritrova sempre il medesimo 
piano. Ben s'intende che, per la validità delle formole adoperate, le curva- 
ture si debbono supporre finite. Adunque il piano osculatore stazionario si 
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presenta in quei punti della curva, nei quali è nulla almeno una delle cur- 
vature, cioè ($ 11) quando è soddisfatta la condizione (20). 


19. Sfera osculatrice. Partendo dall’equazione generale d'una sfera 
Cea Gk) a a Ca S 


(in cui ,%,%, R sono quattro costanti da determinare convenientemente) 
troviamo, con successive derivazioni rispetto all’ arco d'una curva qualun- 
que, sostituendo alle coordinate correnti le coordinate 7,y,z d'un punto M 
della curva stessa: 


(=$ (ynt Eir 
a(s —$) +-b(y—%) +e(e—%) =0 | 
Man) SRI E EA 
ala e +B(y—m) +r(e—8) =r 


s 


(30) 


Dalle ultime tre equazioni si ricava 

è dp dp dp 
"dd; CU, PT — n= e AE I, LI pei 
Mr det 0 n= — pete MR 


e si conoscono così i valori di £,,£, coordinate del centro: sostituendoli 
nella prima equazione si ottiene, per esprimere il raggio, la formola 


2 


=P). ag 


La sfera così determinata è proprio quella che abbiamo incontrata in prin- 
cipio del $ 13, giacchè le ultime tre condizioni (30) ci dicono che il suo cen- 


à s d : 
tro sta nel piano normale, alle distanze p e —x7 dalla binormale e dalla 


normale principale. Ad essa tende la sfera MM'M"M" quando M', M”, M” 
tendono ad M. Evidentemente la circonferenza MM'M" tende anch'essa a 
collocarsi sulla detta sfera; e poichè d'altra parte il suo piano tende ad 
osculare la curva, in M, è chiaro che la circonferenza osculatrice è Vinter- 
sezione della sfera osculatrice col piano osculatore. Dunque p è il raggio del 
circolo osculatore, dimodochè per le curve storte, come per le curve piane, 
la flessione d una linea qualunque è la curvatura della sua circonferenza 
osculatrice. Ora, tornando alle condizioni (30), osserviamo che la prima ob- 
bliga la sfera a passare per M; la seconda a toccare la curva, in M; la terza 
a passare per la circonferenza osculatrice; e la quarta, fra le infinite sfere 
toccate ed attraversate dalla curva, in M, ne distingue una, che non attra- 
versa la curva, perchè il suo contatto è generalmente del terzo ordine: è 
dessa la sfera osculatrice. 


20. Per decidere se la curva, intorno ad M, è interna o esterna alla 
sfera osculatrice, si calcoli la distanza % di M' a tale sfera. Supposto finito 
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il raggio &, da 


(RHA =(0—E +80 + (y =n +y) + (e — EH) 
si deduce, trascurando gli infinitesimi d’un ordine superiore al quarto, 
Rh=F (e — É)8 + 17, Da ; 


e poichè, chiamando %,v,w come nel $ 13, le coordinate di M' rispetto al 
triedro fondamentale in M, si ha 


dsr—cautavtiiw , dBy=bu+Bvtpow , d=cut vt vo, 
si ha pure, ricordando le (81), 


MERITI E 
Rh = — wp + oe "A O a E 


In questa formola si può, in virtù delle (19), trascurare v?, limitare w° al 
suo primo termine, e calcolare w fino al termine del terzo ordine; ma v e w 
debbono essere calcolati fino ai termini del quarto ordine, e ciò si può fare 
agevolmente servendosi anche della formola (21): 


mr dp , dr\ ds* d? ds°dp d°p (È p°\ ds‘ 
ul (145 PE): 6rp `’ varia i 6p? = (e E- GES ta AE 


Ora, posto per brevità x= — + 


Rh=—-; (33) 
e siccome, d’altra parte, la (32) dà, per differenziazione, 
RaR =xrıdp , (34) 


__ dstdR 
— 24x*pdp 


si ottiene finalmente 


Dunque, esclusi i punti nei quali è dqọ= 0, un arco convenientemente pic- 
colo, preso intorno ad M, è tutto esterno o tutto interno alla sfera oscula- 
trice in M, secondo che il volume di questa e l’area del circolo osculatore 
variano, o pur no, nello stesso senso. 


21. Per trovare la condizione che dev'essere soddisfatta affinchè la sfera 
surosculi la curva, ossia per sapere in quali punti della curva il contatto fra 
questa e la sua sfera osculatrice va oltre il terzo ordine, basta derivare lul- 
tima delle (30), tenendo conto delle precedenti; ma, per non omettere alcun 
caso, bisogna tornare ad eseguire tutte le derivazioni, senza alterare la for- 
ma dei successivi risultati. Così facendo le ultime due condizioni ci si pre- 
sentano sotto la forma 


l È l 
& -Va(a — i Le: (35) 


pid p ds’ 


lx s 
ue — 2) = — ] 
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poi, derivando ancora quest’ultima, si trova £ = 0. Al medesimo risultato 
K3 


si giunge subito se ‘si osserva che nella condizione trovata sta quanto oc- 
corre e basta, in virtù di (33), perchè % riesca d'un ordine superiore al 


quarto. Ora, esclusa l’ ipotesi Fai (perchè & si suppone finito), ed esclu- 
sa anche (per la stessa ragione) l’ipotesi —=0 con dp 20 , si vede che la 


sfera surosculatrice si presenta, oltrechè nei punti soddisfacenti alla con- 
dizione x=0 , anche in altri punti, caratterizzati dal fatto che la torsione 
vi si annulla, quantunque la sfera resti finita. In questi ultimi punti la se- 
conda condizione (35) è soddisfatta identicamente, e per conseguenza ac- 
cade che la curva ha un contatto del terzo ordine con tutte le sfere che pas- 
sano per la circonferenza osculatrice; ma ad una sola di esse spetta il nome 
di sfera osculatrice, ed è sempre quella determinata in principio. Adunque 
la condizione x—=0, sufficiente per la surosculazione, non è necessaria; ma 
in tutti i casi la (34) ci dice che, se non è do=0, si ha AR=0. Ne segue, 
in particolare, che una curva attraversa la sua sfera osculatrice tutte le 
volte che questa diventa minima o massima, o pure quando stacca da un 
piano osculatore stazionario un circolo minimo o massimo; ed in questo se- 
condo caso si verifica l’ opposto di ciò che avviene ordinariamente, giacchè 
la curva non attraversa alcuna delle altre sfere contenenti la circonferenza 
osculatrice. 


22. Ora si consideri una curva sferica, ossia una linea tracciata sopra 
una data sfera, di raggio R. È chiaro che non vi può essere, in ciascun pun- 
to, altra sfera osculatrice, anzi surosculatrice, se non la sfera stessa che 
contiene la curva. Dunque si deve costantemente avere x=0, o pure do=0 


ed —=0; e nel secondo caso si trova nuovamente x=0. Questa è dunque 
Ko 


una condizione necessariamente soddisfatta lungo qualsiasi linea sferica. 
Per dimostrare che la condizione stessa è sufticiente perchè la linea appar- 
tenga ad una sfera, deriviamo le (31). Dalla prima si deduce 


d& i. d f dp a ` dp 
i 3 area fia Ro? REI 
& AR SC a5 he AE { ; A 3 


— =— Xý . (36) 


Se si ha x=0 lungo tutta la curva, la (34) mostra che & ha un valore 

costante R, e le (36) ci dicono che anche £,n,£ sono costanti, d’onde se- 

gue che i punti della curva si trovano tutti alla distanza costante R dal 

punto fisso (3, ,%). Dunque la condizione necessaria e sufficiente perchè 
p 0 


d 
una curva sia sferica è — ia ui (è E) = 


Dunque 


+ 
) 


23. Nel caso generale le formole (36) mostrano che le tangenti al luogo 
dei centri delle sfere osculatrici Puna curva son parallele alle binormali nei 
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corrispondenti punti della curva. Inoltre, quadrando e sommando, si trova 
il differenziale dell’arco della seconda curva do = — xds, e si vede che, 
quando un punto M percorre una curva, il centro della sfera osculatrice 
tende ad avvicinarsi al piano osculatore, in M, o tende ad allontanarsene, 
secondo che x è positivo o negativo. Siccome i coseni direttori delle normali 
principali, in due punti corrispondenti delle due curve, sono proporzionali a 
da ,d8,dy, si vede che le dette normali sono fra loro parallele, e però anche 
le tangenti della prima curva sono parallele alle corrispondenti binormali 
della seconda curva, dimodochè questa è sempre osculata dai piani normali 
all'altra. Rappresentando con p, e z, i suoi raggi di curvatura, e dirigen- 
done le normali principali in senso opposto a quello delle normali principali 
della prima curva, si ha 

i da da A A fio > RARO AAA 

p ud "E “ do ty Paga) T “PI j 


Particolarmente notevoli sono i circoli storti, ossia le curve a flessione co- 
stante (o= R) ed a torsione non nulla, fra le quali vanno annoverate le eli- 
che circolari ($ 15, a): Le sfere osculatrici d'un circolo storto son tutte u- 
guali fra loro (R=p), ed i loro centri stanno sopra un altro circolo storto 
(p,= p), che insieme al primo costituisce una particolare coppia di curve di 
Bertrand (§ 15, e). Le sole curve osculate da infinite sfere uguali sono i 
circoli storti, perchè, in virtù di (34), se p non è costante, non può essere 
costante & senza che sia x=0, nel qual caso, come abbiamo visto nel pre- 
cedente paragrafo, le sfere osculatrici coincidono in una, che contiene tutta 
la curva. 


VIII. APPLICAZIONI ALLE SUPERFICIE. 


Prime nozioni. 


l. Piano tangente. Alle infinite linee che si possono tracciare, per 
un punto M, sopra una superficie, conduciamo, in M, le tangenti: queste 
si dicono anche tangenti alla superficie. Una qualunque delle dette linee si 
può rappresentare aggregando all’ equazione f(X,Y,Z)=0 della superfi- 
cie data un’altra equazione @(X,Y,Z)==0, distinta dalla prima. Altrove 
(VII, 1) si è visto che le equazioni della tangente alla curva considerata sono 


y d n d 
MEDM, ; xa). 
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Siccome la prima rimane invariata qualunque sia la curva che passa per M, 
sulla superficie, si vede che tutte le tangenti in M stanno in un piano. Que- 
sto si chiama il piano tangente alla superficie nel punto M, e la perpendi- 
colare ad esso, condotta per M, è la normale alla superficie. Adunque il 
piano tangente è rappresentato dall’equazione 


s l d/ df i $ df de 
E RAEE (fara ’ (1) 
e la normale dalle equazioni 
X-o_Y-y_ Z-s 
d/ 1) pae 7 
da dy da 
I coseni direttori della normale sono dunque 
l of E i I 
no dra so i = ns , N=- n, 
VAS VAr °Y Var © 
dz DE: 


o, se si vuole, in funzione di puo 1 dea i 


Ss e l 

VI+4p° +9 VL+ +9? VI+p° + 9° 
Quando si fa uso di queste p e q, l'equazione del piano tangente prende la 
forma più semplice 


— 


Z-:=p(X-2)+gY—-y)- (2) 


Se ci riferiamo a cose dette precedentemente (V,18) vediamo che la nor- 
male alla superficie f=0, in un punto M, è precisamente la retta secondo 
la quale più rapidamente tende a variare la funzione f, mentre secondo le 
tangenti la funzione tende a conservarsi costante; essa ha, infatti, nei punti 
M' del piano tangente, infinitamente vicini ad M, valori infinitesimi del se- 
condo ordine rispetto ad MM. 


2. È anche utile saper calcolare L,M, N nel caso che la superficie sia 
data mediante le equazioni 


e=p(u,») ` y =y(u, v) , ESUO) y 


con % e v che variano indipendentemente l’ uno dall’ altro. Perchè queste 
tre equazioni rappresentino una superficie, occorre e basta che due delle tre 
funzioni 2,Y, siano indipendenti, e per conseguenza (V,29) che nella ma- 
trice 
fiore du de |, 

du du du 

dae, dy da 

w dv w 
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non siano tutti nulli i minori del secondo ordine. Ciò premesso, quando v si 
mantiene costante, le equazioni precedenti definiscono una curva della su- 
æ dy dz 
du’ du’ du 
alla detta curva, nel punto considerato, mentre 


perficie, e sono proporzionali ai coseni direttori della tangente 


sodi pr: sono invece pro 
=— sono e pro- 
dv dv do È 
porzionali ai coseni direttori della tangente alla curva che si ottiene man- 
tenendo costante «, e lasciando variare la sola v. Dalle condizioni di per- 


pendicolarità > í 
= £L a sid ile 
SL du 0. 2L do x 


d(y,3) d(c,0) dlx y) 
d(u,v) d(u, v) du, v) 


si può, ora, dedurre 


L:M:N= 


3. Cerchiamo, come esercizio, l'equazione di quel cono circoscritto alla su- 
perficie /(X,Y,Z)=0, che ha il vertice in un punto P, di coordinate E,n,5, 
ossia del cono formato da tutte le tangenti condotte da P alla superficie. Si espri- 
me che il punto M, di coordinate @,7,z, appartiene alla super- 
ficie, e che il piano tangente in M passa per P, scrivendo 


raga) =0 , Ea Han +E-9f=0. 0) 


Queste uguaglianze, se vi si considerano æ, 7,4 come coordi- 
nate correnti, sono le equazioni della curva di contatto del cono 
con la superficie; e così, nelle applicazioni, si può determinare il contorno ap- 
parente d'una superficie, per un osservatore posto in P , cioè la linea che separa 
la parte della superficie, visibile da P, dalla parte invisibile; o, anche, la linea 
di separazione fra ombra e luce quando la superficie si trova immersa in un fa- 
scio di raggi provenienti dall’unico punto luminoso P. Se poi si vuol determinare 
l'ombra portata sopra un’altra superficie, all’ equazione di questa bisogna aggre- 
gare l'equazione del cono circoscritto per trovare il contorno dell'ombra; e per 
avere l’equazione del cono basta eliminare #,7, fra le (3) e le equazioni della 
generatrice PM: 

X-& Y-n_Z-% 

oh yo s= 
In particolare, immaginando P infinitamente lontano, l’ eliminazione di @,y,4 
fra le equazioni 


. À 7 7 
fly, =0 , AHB o, tatto te 


fornirà l'equazione del Bo Letra alla superficie, parallelamente ad una 
data direzione (A,B,C). Tornando al caso generale, notiamo che |’ eliminazione 
si può eseguire in forma molto semplice se si considera la funzione 


F(1)=/(5+44(X—$),n+{Y—-m,t+4Z-%), 


e si osserva che la seconda uguaglianza (3) diventa F'(#)=0, d'onde si vede che 
l'equazione del cono circoscritto risulta dall’eliminazione di t fra F(t)=0 
ed F(t)=0. 


www.rcin.org.pl 


— 217 — 


4. Singolarità. In ciò che precede è implicita la supposizione che le 
derivate parziali prime di f non siano tutte nulle nel punto M, altrimenti 
l'equazione (1) sarebbe illusoria. Quando invece si ha 

df df df 

= — =0 —=0, 4 

da rt dy -iga (4) 
il punto M è un punto singolare, in quanto che le tangenti, in M, alla su- 
perficie, invece di stare in un piano, formano un cono: ciò si può subito rico- 
noscere scrivendo l'equazione della superficie, per i punti (X,Y,Z) infinita- 
mente vicini ad M, sotto la forma (III, 10) 


aer o aT ET, i 
vana + (atta) to) 0 
df df df 


Se i valori di aida! calcolati in M, non sono tutti nulli, si vede, tras- 
curando gli infinitesimi superiori, che intorno ad M la superficie si com- 
porta come il piano (3), e si ritrova così più rapidamente l'equazione del 
piano tangente. Se, invece, le coordinate di M soddisfano alle (4), i punti 
infinitamente vicini ad M, sulla superficie, si possono considerare, a pre- 
scindere da infinitesimi d'un ordine superiore al secondo, come situati sul 


cono quadrico 
af 2 d°/ Led ea E 
Aaa ts) t EAA g =0è 


e così via. La ricerca di questi punti singolari d'una superficie (detti anche 
punti conici, o doppii, tripli, ecc.) si fa dunque con un procedimento del 
tutto simile a quello che si è tenuto per le curve piane (VI, 27), e l'indole 
della singolarità si riconosce mediante sezioni piane nella superficie, infini- 
tamente vicine al punto che si considera. Si noti che nelle superficie i punti 
singolari possono anche, succedendosi con continuità, formare linee singo- 
lari: così, projettando una curva piana da un punto, preso fuori del suo 
piano, si ottiene un cono, che ammette come linee multiple tutte quelle ge- 
neratrici che passano nei punti multipli della curva considerata; ed anche 
sono linee multiple d’una superficie di rotazione tutti i paralleli generati dai 
punti multipli del meridiano; ecc. Altre singolarità, analoghe alle infles- 
sioni delle curve piane, ci si presenteranno fra breve. 


5. Rette osculatrici. Tornando ai punti ordinarii proponiamoci di 
studiare il modo di comportarsi della superficie intorno ad uno di essi, M. 
Presa l equazione del piano tangente sotto la forma (2), si calcoli la di- 
stanza di questo piano ad un punto qualunque M’, infinitamente vicino ad 
M sulla superficie; se 2 +-8z,y+ dy, 2-4 È sono le coordinate di M', la 
distanza di cui si tratta è 
ds — PdL — q Ùy 


Vitae 


h= 
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Intanto si ha 


da = pda +9d8y4-'/.(rda° +-25d2dy + t8Y°) +... , 


dove p,g,7,s,t hanno il solito significato (V, 16), e s'intendono calcolati 
in M. Dunque, trascurando gli infinitesimi d'un ordine superiore al secondo, 
_ rda° | 2sda dy -+ tidy’ 5 

VIF PF T 
Ogni coppia di valori di dx e dy, insieme al corrispondente de= pdx + qdy, 
definisce la direzione d'una retta, tangente ad infinite curve che passano 
per M, sulla superficie; e si può sempre immaginare che M' appartenga ad 
una qualunque di queste curve. Basta poi far girare la tangente intorno ad 
M, nel piano tangente, perchè M’ possa occupare qualunque posizione in un 
pezzo < di superficie, convenientemente piccolo, circostante ad M. Quando 
la tangente compie un giro, due volte accade che % diventa d'un ordine su- 
periore al secondo, cioè nelle due posizioni per le quali si annulla il nume- 
ratore dell'espressione (5). Così, fra le infinite tangenti, si è condotti a di- 
stinguerne due, che si chiamano rette osculatrici, perchè, fra tutte le rette 
che passano per M, son quelle che più si accostano alla superficie. Tali 
rette possono essere immaginarie, o reali e distinte, secondo che rt — s° è 
positivo o negativo. Nel primo caso il punto M si dice ellittico, ed iperbo- 
lico nel secondo. Per rt—s°=0 si presenta una singolarità: le due rette 
osculatrici si confondono in una, ed il punto si dice parabolico. Quando M 
è un punto ellittico, % conserva un segno invariato, e però s sta tutto da una 
parte del piano tangente, dimodochè si può dire che, nella curva d’interse- 
zione della superficie col suo piano tangente, M è un punto isolato. Invece, 
se M è un punto iperbolico, le rette osculatrici, reali, determinano sul piano 
tangente due regioni, per una delle quali % è positivo, mentre per l’altra è 
negativo, e però < è attraversato dal piano tangente. Inoltre, se M' sta in 
questo piano, o, più generalmente, se appartiene ad una curva osculata, in 
M, dal piano stesso, la distanza % è nulla o infinitesima almeno del terzo 
ordine, e però deve annullarsi il numeratore dell'espressione (5). Dunque le 
rette osculatrici sono tangenti a tutte le curve della superficie, che nel punto 
M ammettono come piano osculatore il piano tangente; ed in particolare l'in- 
tersezione della superficie col piano tangente ha due rami che passano per 
M tangenzialmente alle rette osculatrici, vale a dire che, su tale interse- 
zione, M è un punto doppio. Inversamente, tutte le volte che una curva 
della superficie tocca una retta osculatrice, A diventa d'un ordine superiore 
al secondo, e però la curva è osculata dal piano tangente, o pure (VII, 14) 
la sua flessione è nulla. Finalmente osserviamo che, se la funzione rf— s? 
è continua, i punti ellittici ed i punti iperbolici sono raccolti in analoghe 
regioni della superficie, confinanti fra loro per mezzo di linee, costituite dai 
punti parabolici: questi si trovano (cfr. VI, 24) all’ intersezione della super- 
ficie data con la superficie rt — s$ =0. 


h 
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6. Indicatrice di Dupin. Per vedere più da vicino ciò che accade 
intorno alle due specie di punti, poniamo l'origine in M, e dirigiamo l’asse 
delle 2 normalmente alla superficie: ciò non altera il segno di r#— s?, poi- 
chè si è visto che questo segno caratterizza fatti geometrici, indipendenti 
dalla scelta degli assi. In questo caso è p=0,g=0, ed intorno ad M la su- 
perficie si comporta come il paraboloide 2 = +/ (rz? + 2szy+ ty’), ellittico 
o iperbolico secondo che rt—s*?>0, o rt—s°<0. Le rette osculatrici sono 
appunto quelle due generatrici rettilinee del paraboloide, immaginarie o 
reali, che stanno nel piano z= 0. Se poi è rt —s*=0, M è un punto para- 
bolico, intorno al quale la superficie si comporta come un cilindro parabo- 
lico. Ora tagliamo la superficie con due piani =Æ}, paralleli ed infinita- 
mente vicini al piano tangente. L'equazione della sezione è 


ræ + 2say + ty 121, 


e rappresenta una coppia di ellissi, una reale e l’altra immaginaria, o pure 
una coppia di iperboli complementari, secondo che il punto M è ellittico o 
iperbolico. Projettata la sezione sul piano tangente, immaginiamo che si di- 
lati intorno al centro finchè la sua equazione diventi rx? +2szy +-t9° == 1. 
La parte reale di questa coppia di coniche si chiama indicatrice di Dupin: 
essa è incontrata da ogni diametro in due punti reali, ed ammette come as- 
sintoti, immaginarii o reali, le rette osculatrici. 


7. Linee notevoli. Fra le linee che si possono tracciare sopra una 
superficie sono particolarmente notevoli le linee assintotiche, cioè quel- 
le che in ogni loro punto toccano una retta osculatrice. Un’assintotica si può 
immaginare generata da un punto M, il quale prenda a spostarsi lungo una 
simile retta, fino ad M’, per muoversi poi lungo la retta analoga, che passa 
per M’, fino ad M”; ece. Se invece di spostarsi successivamente lungo le 
rette osculatrici, cioè tangenzialmente agli assintoti dell’indicatrice di D u- 
pin, il punto si muove sempre tangenzialmente agli assi dell’ indicatrice 
stessa, la linea così generata si chiama linea di curvatura. Ogni super- 
ficie è dunque coperta da un doppio sistema di linee di curvatura, sempre 
reali, e tali che per ogni punto della superficie passano, tagliandosi ad an- 
golo retto, una linea d’un sistema ed una dell’altro sistema. Passano anche, 
per ogni punto iperbolico, due assintotiche egualmente inclinate su ciascuna 
linea di curvatura, e generalmente oblique fra loro. Per un'osservazione 
fatta nel $5, i piani osculatori d'una linea assintotica sono i piani che toc- 
cano la superficie lungo la linea stessa, a meno che non sia costantemente 


—=0, nel qual caso (VII, 10) la linea è retta, e si può sempre considerare 


come osculata dai piani tangenti. Dunque le assintotiche hanno, in ciascuno 
dei loro punti, la normale principale situata nel piano tangente alla super- 
ficie. Invece passano per ogni punto d'una superficie infinite linee, dette li- 
nee geodetiche, le quali hanno come normale principale la normale alla 


Wwww.rcin.org.pl 


— 220 — 


superficie. In seguito si vedrà che il più breve cammino fra due punti (non 
troppo lontani) d’una superficie è segnato appunto dall’ arco di geodetica 
che li congiunge. Evidentemente una retta è geodetica ed assintotica su qua- 
lunque superficie, giacchè ognuna delle sue normali si può sempre conside- 
rare come normale principale. 


Superficie risate. 


8. Quando una retta si muove nello spazio, occupando successivamente 

una semplice infinità di posizioni, essa genera una superficie rigata. Fissata 
ATL RE la retta in una posizione g, se ne consideri un’altra g', 
A x G nr J7 chesi farà poi tendere a g. La comune perpendicolare 
“e 4a g e g' incontra g in un punto, mobile insieme a g', il 
quale può tendere ad una posizione limite Q quando g' tende a g. Il punto 
Q si chiama punto centrale della generatrice. Se, rispetto all'arco 1nfinite- 
simo QQ' del luogo dei punti centrali, la distanza Æ delle corrispondenti 
generatrici è del primo ordine, come avviene in generale, la superficie si 
dice gobba, e la curva (Q) è la sua linea di stringimento. Nel caso con- 
trario la superficie si chiama sviluppabile, e (Q) è il suo spigolo di regresso. 


9. Siano a,b,c i coseni direttori di g, ed x,y,z le coordinate d'an 
punto qualunque di questa retta. Si sa dalla Geometria analitica che l'an- 
golo ọ di g con g' è dato dalla formola sen?g= X(bdc— cdb)?, in cui col 
segno È si distinguono le variazioni subìte dalle varie quantità nel passag- 
gio da g a g'. Siccome È è la projezione, sulla comune perpendicolare a g 
e g', del segmento rettilineo che va dal punto (x, y,2) al punto (x + dx, 
y + dy,2+- dz), e poichè i coseni direttori della comune perpendicolare sono 
proporzionali a bdc — cdb , cda — ade , adb — bda, è chiaro che si ha 


be 
a id P } -|a Sa Dol 
sen ọ sen @ | | 
b Sb ðy 
co do D | 


o, in forma più concisa, ksen g= [a, ða, Sx]. Ne segue, omettendo nei due 
membri gli infinitesimi d'un ordine superiore al terzo, 


họ=[a,da, dx] + '/[a, da, æ] + thla, a, dæ]+ » 


Perchè % sia d’un ordine superiore al primo occorre e basta che si abbia 
[a,da,dx]=0. Questa è dunque la condizione necessaria e suffi- 
ciente perchè la superficie considerata sia sviluppabile; ed im- 
porta notare che tale condizione sussiste intatta quando a,b,c non sono 
proprio i coseni direttori, ma quantità proporzionali ai coseni stessi. Ora si 
osservi che, quando è soddisfatta la detta condizione, spariscono dall’espres- 
sione di họ anche i termini del terzo ordine, perchè 


[a,da,d*x]-{-[a,d°a,de]=d[a,da,da] . 
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Dunque in una superficie sviluppabile la distanza di due generatrici infi- 
nitamente vicine è infinitesima almeno del terzo ordine rispetto al corrispon- 
dente arco dello spigolo di regresso. 


10. Ciò premesso, la teoria delle curve storte ci fornisce subito un esem- 
pio di superficie sviluppabile. È infatti evidente che il luogo delle tangenti 
ad una curva storta è una superficie sviluppabile, che ammette come spigolo 
di regresso la curva considerata, perchè, se (x, y,2) è un punto della curva, 
gli elementi della terza colonna, nel determinante [a,da,dc], sono propor- 
zionali (VII, 1) a quelli della prima. Inversamente, se [a,da,dx]=0, ai 
punti (2 ,yY,z) se ne possono sostituire, se occorre, altri (c+-at,y+dt,24+-ct), 
tali che le tangenti al luogo di questi punti siano le generatrici della super- 
ficie, per la qual cosa basta che i differenziali delle coordinate siano propor- 
zionali ad a,b,c, e per conseguenza che si possa determinare # in modo che 

do +tda _dy-+tdb  dz4 tdc 

po ERI AA 
Ora, la condizione perchè queste equazioni siano fra loro compatibili è ap- 
punto [a,da,dx]=0. Dunque ogni superficie sviluppabile si può conside- 
rare come il luogo delle tangenti ad una curva storta. Di questa proprietà 
possiamo anche renderci conto osservando che, se per g si conduce il piano 
parallelo a g', la distanza di Q' al detto piano è h; e poichè tale distanza 
è del terzo ordine, in generale accade che il piano così costruito è appunto 
quello che oscula lo spigolo di regresso nel punto Q. Per dimostrare poi che 
g è la tangente allo spigolo stesso basta far vedere che la distanza a g della 
projezione di Q' sul piano osculatore è d'un ordine superiore al primo; e 
siccome questa distanza è uguale al prodotto di QQ’ per un angolo infini- 
tesimo, il teorema è dimostrato. 


11. Ora supponiamo che x,y, siano le coordinate del punto centrale 
Q, e cerchiamo di determinare il piano tangente in un punto qualunque M 
d’una superficie sviluppabile. La generatrice g sarà determinata dalle coor- 
dinate 2,y,2, e dai proprii coseni direttori, e queste quantità dipendono 
tutte da una sola variabile u, che può essere l'arco dello spigolo di regresso 
o della linea di stringimento, computato a partire da un’origine A, arbi- 
trariamente fissata sulla curva. Un punto M sarà poi determinato, sulla cor- 
rispondente generatrice, dalla sua distanza v al punto centrale. Così le 
coordinate di M dipendono dai parametri x e v nel seguente modo: 


X=x+av , Y=y+t+6bv ,, Z=z+-cv. 


Inoltre 
dX dv Midi: dX _, dY- | DI RA (6) 
U ida “i AA a A E 2a = ai H = 9 e =C. 
d d PI y 
Se la superficie è sviluppabile, si ha —=a N = , ecc., e le ultime for- 
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mole diventano 
dX Àn dY po NYA yv 
"4 =b 


— — =c+ — 


du T i , da = p da E ; 


quindi (§2) i coseni direttori L, M,N della normale alla superficie, nel 
punto M, sono proporzionali ai determinanti della matrice 
lai bd cl. 
RE O | 
cioè ai coseni direttori «,,y della binormale. Come si vede L, M, N sono 


indipendenti da v. Dunque ¿l piano tangente in un punto d’una superficie 
sviluppabile tocca la superficie lungo tutta la generatrice. 


12. Nel caso d’una rigata gobba L, M, N sono proporzionali alle quan- 
tità 
b(dz 4-vde) —c(dy4+vdb)==(bdz—cdy)4-v(bde—cdb) , ece. 
Intanto si ha, continuando a chiamare «,8,y i coseni direttori della comune 
perpendicolare a g e g', 


a B Y iti 


bde—edb cla—ade  adb—bda ọ `° 
ed analogamente, se X,p.,v sono i coseni direttori della perpendicolare co- 
mune alla retta g eda QQ, 

i IS p ye v S 

bdz—cdy cdx—-adz ady—~bdx h` 
Dunque, posto h-=Rẹọ, i coseni L, M,N sono proporzionali alle quanti- 
tà at arto t pr e per v=0 coincidono con A,p,v. Le nor- 
mali corrispondenti ai valori 0 e v del parametro v fanno dunque fra loro 
un angolo $, definito da ciascuna delle uguaglianze 


cosp= Li + Mp+ Ny , seongp=la + Mg + Ny. 


In virtù della prima si ha 


L=(14 7 0)c0sy i M = (1-47 p)eosy à N=(v+ grjet ; 


A v pi 
poi, moltiplicando per «,f,Y e sommando, si ottiene sen ọ = E cos}, cioè 
; v 
tgd= R . 


Questa formola, dovuta a Chasles, mostra che, quando il punto di contat- 
to, partendo dalla linea di stringimento, percorre una generatrice, il piano 
tangente alla superficie ruota d'un angolo, la cui tangente trigonometrica è 
proporzionale al cammino percorso dal punto. Si noti che, per conoscere gli 
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infiniti piani tangenti ad una rigata gobba, lungo una data generatrice, ba- 
sta conoscere il valore di R, che per questa ragione si chiama il parametro 
distributore dei piani tangenti. Per interpretare geometricamente il teorema 
di Chasles assumiamo come assi delle x e delle y la generatrice g e la 
comune perpendicolare a g e g’. Le equazioni della normale alla superficie 
nel punto M sono £=v,y=2ztg%, e però la formola di Chasles diventa 
xe = Ry. Dunque le normali ad una rigata gobba, lungo una generatrice , 
formano un paraboloide iperbolico. 


13. Torniamo alle sviluppabili per osservare che, se la curva (M) in- 
contra ad angolo retto le generatrici, ossia, come si suol dire, se (M) è una 
trajettoria ortogonale delle generatrici, è soddisfatta la condizione di orto- 
gonalità ZadX—=0. Intanto, poichè in virtù delle (6) si ha 


ax=(a+ du + ado , ecc. 


è ZadX=d(u-|-v), e però la predetta condizione equivale a dire che uv 
è costante, cioè arco AQ + QM = costante. Ne segue che due trajettorie or- 
togonali qualunque intercettano, sulle infinite generatrici, segmenti uguali 
all'arco che staccano dallo spigolo di regresso, e che se un filo inestendibile, 
fissato in un punto A, e teso sul detto spigolo, si svolge scostandosi da que- 
sto gradualmente, e mantenendosi sempre teso nello spazio, ciascuno dei 
suoi punti descrive una trajettoria ortogonale (M). È per tale ragione che 
alle (M) si dà anche il nome di sviluppanti dello spigolo di regresso: que- 
sto è, del resto, una curva qualunque. 


14. Inversamente questa curva si chiama sviluppata di ciascuna (M), 
perchè (come nelle curve piane) le sue tangenti sono normali ad ogni curva 
(M). Riferiamoci al triedro fondamentale d'una di queste curve, e cerchia- 
mo a quale condizione deve soddisfare una normale per poter generare una 
superficie sviluppabile. Se la normale che si vuol considerare fa l'angolo @ 
con la normale principale, la sua direzione è definita dai coseni 


l = asen ọ -+ Àcosọ , m=fseng-(-pcosp , n=Yseng+vcosg . 
Invece 
l — acos — Aseng , m=fcosp—pseng , n'=y cosy — vsen g 


sono i coseni direttori d’una seconda normale che, insieme alla prima ed alla 
tangente, costituisce una terna ortogonale, dimodochè 


a È l \=1 
3 n im | 
e n | 


Ciò premesso, si è visto che la condizione [{,d/,a]=0 è necessaria e suffi- 
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ciente perchè la prima normale generi una sviluppabile. Or poichè per le 
formole di Frenet (VII, 7) si ha 


dl=l'(dg—m)—ascosg , ece., 


il determinante che precede diventa [}, 7, a] (dẹ — n)=n— dg, e però la 
condizione cercata è $ i 
bi —— o 
E Para (7) 
Il significato geometrico di questa condizione sì scopre calcolando la rota- 
zione w, verso la normale principale, della normale considerata. È noto 
(VII, 8) che 


w sen g == Adi = (dg — MAN = (q — dọ)senọ ; 


quindi w= ny — dg, risultato evidente. La condizione w==0 significa dunque 
che, nel moto d’un punto lungo una curva, ogni normale che ruota nel piano 
normale (in cui si suppone fissata la normale principale) in modo da spo- 
starsi nello spazio perpendicolarmente al piano stesso, genera una superficie 
sviluppabile. 


15. Dimostriamo, per finire, due proposizioni, che possono immediata- 
mente dedursi dalle precedenti : 

a) In virtù dell’ultima osservazione, lo spostamento della generatrice 
avviene in modo che il piano osculatore dello spigolo di regresso è sempre 
perpendicolare al piano normale di (M), d’onde segue che questo è anche 
il piano rettificante del predetto spigolo. In altri termini él piano normale 
della sviluppante coincide col piano rettificante della sviluppata; 

b) Trovata ana funzione @, che soddisfa alla (7), se ne ottengono in- 
finite altre mercè l’addizione d'una costante arbitraria. Ne segue che, se si 
fanno ruotare d'uno stesso angolo arbitrario le generatrici d'una sviluppabile, 
intorno ad una loro trajettoria ortogonale, esse non cessano di costituire una 
superficie sviluppabile. Gli spigoli di regresso di tutte queste sviluppabili 
sono appunto le infinite sviluppate della trajettoria considerata. 


muvilupri. 


16. Si consideri il sistema di superficie, rappresentato dalla equazione 
f(x,4,2,a)=0 per gli infiniti valori del parametro a. Una qualunque di esse, 
individuata da un particolare valore a del parametro, è incontrata da un’al- 
tra, individuata dal valore a+ h, secondo una certa curva, la quale può 
tendere ad occupare, sulla prima superficie, una posizione limite, quando A 
tende a zero. In questa posizione essa si chiama caratteristica della corri- 
spondente superficie, nel sistema considerato; ed il luogo delle caratteristi- 
che di tutte le superficie del sistema si chiama inviluppo delle superficie 
stesse. Mediante considerazioni analoghe a quelle {VI, 38) che sono state 
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fatte nel piano, si dimostra subito che V equazione dell inviluppo si ottiene 


eliminando a fra le equazioni f=0, Li — 0. Ed è anche facile dimostrare 


che ogni superficie del sistema è toccata dalla superficie inviluppante lungo 
la propria caratteristica. Basta infatti osservare che l'equazione dell’ invi- 
luppo è l’equazione stessa del sistema di superficie, in cui si pensa a come 


funzione delle coordinate, soddisfacente a ES e che Je derivate parziali 


da 
prime del primo membro della detta TE sono, per conseguenza, 
df , df da df da df da 
da ; Ly À LAL, 
sono cioè appunto uguali a A L A 


17. Supponiamo, per esempio, che si abbia una semplice infinità di piani. La 
caratteristica di ciascun piano è necessariamente una retta; l’inviluppo è dunque 
una superficie rigata, e siccome, per l’ultimo teorema, questa superficie dev’ es- 
sere toccata da un unico piano lungo ciascuna generatrice, essa è sviluppabile. Re- 
ciprocamente, per quanto si è visto nel $ 11, ogni superficie sviluppabile è lin- 
viluppo della semplice infinità dei piani osculatori d’una certa curva. Partendo da 
ciò è facile scoprire un importante carattere analitico delle superficie sviluppabili. 
L’equazione d'un piano tangente ad una superficie qualunque è 


Z=pX +gY 4 (z—pæ— qy). 


Perchè la superficie sia sviluppabile occorre e basta che p,q ,z— pæ — qy, di- 
pendano da un sol parametro, per la qual cosa è necessario e sufficiente (V, 29) 
che la matrice jacobiana di queste tre funzioni abbia nulli tutti i suoi minori del 
secondo ordine. Siccome si ha 


òd 
STE PTT 3g (209) (21-39) , 


Ri sini (e-pe—g)=— (+4) , 
la matrice di cui si tratta è 
rs ra4+sy ed equivale a |r s 0 
s t setty gi S 


affinchè siano nulli i suoi minori del secondo ordine è necessario e sufficiente che 
sia nullo rź— s?. Dunque la relazione rt — $è = 0 caratterizza le superficie 
sviluppabili. Qui si noti che per le rigate gobbe è sempre rt— s? <0, perchè 
per ogni punto passa certamente un’assintotica reale: questa è la generatrice ret- 
tilinea, Sulle sviluppabili i due sistemi di assintotiche coincidono in uno, cioè nel 
sistema delle generatrici rettilinee; ma esiste inoltre un’assintotica isolata, ed è 
lo spigolo di regresso. Ciò non contradice alle cose dette innanzi, perchè si può 
facilmente constatare ($ 34,5) che sullo spigolo di regresso r,s,£ diventano in- 
finiti. 
29 
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18. Ora si consideri un sistema doppiamente infinito di superficie, rap- 
presentato dall’equazione f(4,Y,2,a,5)=0 per tutte le coppie di valori dei 
parametri a e b; e dopo aver fissata una superficie S, corrispondente ad 
una data coppia (4,,d,), si prenda arbitrariamente una funzione @, e si 
ponga b=:b,4-9(a)— (a). Si è in tal modo ricondotti al caso precedente, 
e si ottiene sopra S una particolare caratteristica, corrispondente alla data 
funzione 9. Orbene, quando per ọ si prendono tutte le funzioni possibili, le 
infinite caratteristiche così ottenute passano tutte per certi punti di S. In- 
fatti la caratteristica corrispondente ad una data 9 soddisfa all’ equazione 
dd 
—+ = (a) —=0 
da E TA (a) È 
e però le appartengono quei punti di S, nei quali si ha simultaneamente 
g0 ; no, i quali punti sono, come si vede, indipendenti dalla scelta 
di 9. Adunque in questo caso, invece di avere una linea sopra ogni superfi- 
cie, si hanno dei punti discreti, i quali costituiscono, al variare della super- 
ficie, l'inviluppo del sistema considerato; e l'equazione di tale inviluppo ri- 
sulta dall'eliminazione di a e b fra le equazioni 
df df 
—d — = 0 —=0 
e Re e 
Anche in questo caso Vinviluppo tocca tutte le superficie inviluppate. In par- 
ticolare una superficie qualunque si può considerare come l’inviluppo, dei 
suoi piani tangenti. 


19. Talvolta il sistema di superficie è dato mediante l'equazione 
No,y,#,80,0,0,-..)ez0 ; 


e fra gli n parametri a,6,c,... si danno v relazioni ọ=0 , p=0,..., es- 
sendo v=n—1 o v=n— 2 secondo che il sistema è semplicemente o dop- 
piamente infinito. Allora, per trovare l’ equazione dell’inviluppo , bisogna 
esprimere che la matrice 


df df df 
da db de oS 
do dp do 
da db de 
dp dp dp 
da db de 


Sia 


ha uguali a zero tutti i minori dell’ordine v-|-1. Si ottengono così n —v re- 
lazioni, e l equazione cercata risulta dall’ eliminazione degli n parametri 
| fra l'equazione del sistema di superficie, le v relazioni date fra i parametri 
stessi, e le n —v relazioni ottenute. Può anche darsi che nell’equazione del 
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sistema non compariscano esplicitamente i parametri e le coordinate, vale & 
dire che l'equazione sia data sotto la forma f(u, V; W,...)=0, dove U, 0, W5.. 
sono funzioni di 2,Y,#, e dei parametri; ma è chiaro che, in questo caso, le 
derivate parziali rispetto ad un parametro @ si formano prendendo, per 
esempio, 
df du , df dv 
du da | dv da 


df dw 
ai ,s ecc. 


20. Esercizii: a) Per cercare l’inviluppo delle superficie omotetiche ad una 
data f(@,y,s)=0 rispetto ad un centro P, si osservi, prima di tutto, che se 
£,m,% sono le coordinate di P, e se si pone 


F(9=/(5+4(e—$) , n+ty—m), $+#(—-3)), 


l'equazione F(t)=0 rappresenta appunto, per ciascun valore di #, una di quelle 
superficie, ed in particolare, per #=1, la superficie data. Ora, poichè l’equazione 
dell’inviluppo risulta dall’eliminazione di # fra F(t)=0 ed F'(t#)=0, si vede 
($3) che l’inviluppo cercato è il cono circoscritto dal vertice P alla data super- 
ficie. Così, per esempio, se si dà un ellissoide riferito ai suoi assi, e se si pone 


f=-1+X3 , SAI he: 


si trova F(4) = (+h —2)l+2(4— Aì)t+f, e basta esprimere che il di- 
scriminante //, — 9? di questa funzione di # è nullo, per ottenere l’ equazione del 
cono circoscritto all’ellissoide : 


E? n? g3 x? y? 3? ge 
(S++ -atp ti- )= -(£ ++ 1) . 
b) Si chiama tudo, o superficie canale, l’inviluppo d'una semplice infi- 
nità di sfere uguali. Basta derivare l'equazione della sfera 
(X-@)+(Y-yY+(Z-2)°= 


supponendovi æ, 7, funzioni dell'arco della linea centrale (luogo dei centri delle 
sfere inviluppate), per otteneré 


a(X—)+b(Y—-y)+e(Z—2)=0 


ed accorgersi che la caratteristica sta nel piano normale della predetta linea. 


Ne segue che un tubo si può considerare come generato dalla circonferenza d'un 


circolo costante, il cui centro si va spostando sempre normalmente al piano del 
circolo stesso. All’equazione del tubo si giunge eliminando fra le due precedenti 
equazioni quell’unica variabile indipendente s, in funzione della quale si suppon- 
gono espressi 2,Y,z,a,b,c. 
c) Proponiamoci di trovare l’inviluppo dei piani aæ + By -} yz= l, nel- 
l’ ipotesi che la distanza l sia legata ai coseni direttori æ,ß,y mediante la rela- 
zione i p s 
a Y 
pra tinta 00. (8) 


Qui i parametri sono a ,#,,7, e soddisfano alla condizione (8) ed all’ altra 
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a? -|- B® + y®= 1. Si deve dunque considerare ($ 19) la matrice 


a B POI S 
x y z 1l 
5% P i n + > PH 
nella quale si è posto, per brevità, 
2 2 he2 
o= t p yte 
Mediante le solite trasformazioni si può alla matrice precedente sostituire l’ altra 
æ 1 Y 1 z 1l 
ELE 8° BD 1° ToP 
1 l l 0 
l 1 1 
Pa Të aera : 


Affinchè questa abbia nulli tutti i minori del terzo ordine bisogna che sia 


æ PARIS x ERIE piu L 

a° P_a  B Pb x. Burst 

Il comune valore di queste tre quantità si ottiene moltiplicando la prima per æ? , 
la seconda per B°, la terza per Y?, e sommando. In tal modo, ricordando la (8), 


si trova lo, e però 


1 a l p 1 T 
sà e du PE DE A den, dae pn e li Me = N 


Quadrando e sommando si ottiene ancora 
aty? prin ip ot B_ tale a =r4+i 
e, per conseguenza, si potrà scrivere 


— la 2 2 1 pas, la 2 2 2 2 
Ar P (: — a tg) =e +y’ +H z? — a’) , ece 


12 
quindi 
æ w y PRIVI, z Ru: 
a 21 y? 3? TRA Jong Be c'+y 42-38 2-8 ? apy e > ade g 


Moltiplicando ancora per @,7,z, e sommando, si trova l'equazione 


o lax G: 1 la? 
Isprpano lla = Bp at Apa 
facilmente riducibile alla forma più semplice 
aa by? az 
So 100 e pi EP I alle p e porge ese Ge are prape pare isla 
H y? + 2° —a +y° +4 D+ y°+2°— cì 
Dunque (IV, 16, è) l’inviluppo cercato è la superficie delle onde, 
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21. Applicazione utile della precedente teoria, ed importante. in quanto 
serve a completare la teoria delle curve, è la ricerca degli inviluppi delle 
facce del triedro fondamentale d'una curva qualunque. Se in ciascuna delle 
tre equazioni 

MaX-2)=0 , Ma(X—-a)=0 , MMX—2)=0, 


che rappresentano il piano normale, il piano osculatore, il piano rettifi- 


cante, si considerano x,Y,...,v come funzioni dell’arco s, soddisfacenti 
alle note (VII, 9) relazioni 

da da A da' - À di a x 

pesati "Vi i” Spe RS EE aT 


si ottiene rispettivamente, derivando, 


VAx—-2)=p , XMAX—-2)=0 , X{X-2)=0, (9) 


dopo aver posto, per l’ultima, 


l'=aseng|-acosg , m=bseng+fcosp , n'=cseng+ycosg, (10) 


con tgọ=z:p. Dunque: 

a) Come si poteva prevedere, i piani osculatori inviluppano la svi- 
luppabile delle tangenti, ossia quella sviluppabile che ammette come 
spigolo di regresso la curva considerata; 

b) L'inviluppo dei piani normali si chiama sviluppabile polare, 
ed è ¿l luogo degli assi dei circoli osculatori. Evidentemente qualunque retta 
del piano normale, che generi una sviluppabile, non ne può toccare lo spi- 
golo di regresso altrove che sull’asse del circolo osculatore. Ne segue subito 
che la sviluppabile polare d’una curva è anche il luogo delle sviluppate della 
curva stessa; e si può aggiungere, in virtù d’una precedente osservazione 
($15, a), che le dette sviluppate sono geodetiche della sviluppabile polare. 
Per determinare lo spigolo di regresso di questa superficie bisogna derivare 
la prima delle (9). Si costituisce così il sistema 


Da(X—-@)=0 ` SAX —@)=p 5 Ze-a=—+®, 


che dà (VII,19) per X,Y,Z i valori é,,%, coordinate del centro della 
sfera osculatrice. Dunque lo spigolo di regresso della sviluppabile polare è il 
luogo dei centri delle sfere osculatrici; 

c) Finalmente la superficie inviluppata dai piani rettificanti, alla 
quale si dà il nome di sviluppabele rettificante, contiene la curva. Questa 
ne incontra le generatrici sotto un angolo, generalmente variabile, che di- 
pende unicamente dal rapporto delle sue curvature. È chiaro che, su tale 
superficie, la curva considerata è una geodetica. Se poi, per determinare lo 
spigolo di regresso della sviluppabile rettificante d’una curva, si vuol cono- 
scere il segmento # staccato da questa curva sulla generatrice, a partire dal 
detto spigolo, bisogna derivare la terza equazione (9). Così, osservando che, 
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se Z,m,n sono i coseni direttori della generatrice, per le (10) si ha dl'—=ldọ, 
dm'=mdg , dn'=ndọ, si ottiene 


YU 2)= Yla=senq ; 


cioè tdp=sengds, e si giunge a spiegare, fra le altre cose, perchè soltanto 
le eliche ammettono superficie rettificanti cilindriche. 


cCurvatura. 


22. Teorema di Meusnier. Prendiamo a studiare la flessione delle 
linee tracciate sopra una superficie, e consideriamo, in un punto M, una 
curva, la cui tangente abbia la direzione (a,b,c), e la 
cui normale principale faccia con la normale alla superfi- 
cie langolo 9. Un punto M’ della curva, infinitamente vi- 
cino ad M, si projetti in P sul piano tangente, ed in Q 
sulla tangente. Quando si trascurano gli infinitesimi d’un 
ordine superiore al secondo, il punto M’ si può considerare 
come situato nel piano osculatore, dimodochè MQ risulta 
parallelo alla normale principale, come M'P è parallelo alla normale, in M, 
alla superficie. Così, nel triangolo rettangolo M'PQ, l'angolo M' è uguale 
a ©, il lato M'P ha (§ 5) la lunghezza 
dae rd? {-2sda dy + tdy° 

2V1 +p 49° 
ed il lato MQ è (VII, 13) uguale a ca Sostituendo questi valori nella re- 


9 


lazione M'P = M'Q.cosọ si ottiene z 
cosp__ra°-|- 2sab | tb? 
a A 

Ora si considerino tutte le curve della superficie, tangenti fra loro nel punto 
M, esi distingua, fra esse, quella che sta nel piano determinato dalla co- 
mune tangente (a,b,c) e dalla normale alla superficie, e che si chiama se- 
zione normale. Per tutte queste curve il secondo membro di (11) ha un va- 
lore unico, e però si può dire altrettanto del primo. Ne segue che, se p, è il 
raggio di curvatura della sezione normale, si ha 


(11) 


cos ọ 1 , 
— = , cioè p=p,c059 
p P j 
supponendo p, finito. Dunque il centro di curvatura di qualunque curva della 
superficie, in un punto M, si ottiene projettando sul piano osculatore il cen- 


tro di curvatura di quella sezione normale, che tocca la curva in M. 


23. Esempii: a) Sulla sfera le sezioni normali sono i circoli massimi, ed il 
centro della sfera è il loro comune centro di curvatura. Ne segue, applicando il 
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teorema di Meusnier, che è! centro di curvatura, in un punto duna linea 
sferica, è la projezione del centro della sfera sul piano che oscula la curva 
nel punto considerato. 

6) Sopra una superficie di rotazione i paralleli sono generalmente sezioni 
oblique. I loro centri di curvatura appartengono all’ asse di rotazione, e poichè i 
loro piani sono perpendicolari a questo asse, anche i centri di cur- 
vatura delle sezioni normali, tangenti ai paralleli, appartengono al- 
l’asse di rotazione. Per conseguenza la sezione piana, fatta in un 
punto M d’una superficie di rotazione normalmente al meridia- 
no, ha il suo centro di curvatura, corrispondente al punto M, 
sull’asse di rotazione. 


24. Per una linea assintotica, e per tutte le curve della superficie che la 


toccano in un dato punto M, il secondo membro di (11) è nullo, e quindi 
s'ha ——0. Questa relazione è soddisfatta dalle linee assintotiche in 


] l È 
ogni punto, perchè g—='/,, mentre — è generalmente diverso da zero. 


Invece per tutte le curve tangenti, in M, ad una retta osculatrice, ma non 
osculate dal piano tangente alla superficie, 9 è diverso da !/ m, e però si 
deve avere A =0, come già sì è visto, per altra via, in fine del § 5. Così, 
per io cani sezione fatta nella superficie mediante un piano, condotto 
per una sola delle rette osculatrici in M, ha nulla la flessione in questo 
punto. Invece, se si considera la sezione fatta nella superficie mediante il 
piano tangente in M, si trova che ciascun ramo della sezione ha, in M, 
una flessione uguale ai */, della flessione dell’assintotica che la tocca nel detto 
punto. Questo interessante teorema è dovuto a Beltrami *). Segue da tutto 
ciò che il teorema di Meusnier non è valido per le curve che toccano le 
rette osculatrici, sia perchè la costruzione geometrica che ne risulta non è 
più applicabile, sia perchè le infinite curve osculate dal piano tangente in 
un punto, e tangenti fra loro, non hanno la medesima flessione. 


25. Curvatura normale e curvatura geodetica. La quantità 
COS È è 
lg che misura la curvatura della sezione normale, tangente alla curva 
p 


' z P ° sen x È 
che si considera, si chiama curvatura normale, mentre a Seng si dà il nome 


di curvatura geodetica. L'asse del circolo osculatore ident il piano della 
predetta sezione normale in un punto C, (centro di curvatura nor- , 
male), ed in C, (centro di curvatura geodetica) il piano tangente: « M 
le due curvature sono evidentemente misurate dalle inverse delle 
lunghezze MC, ed MC, (raggi di curvatura normale e di curva- 

tura geodetica). Si noti che la curvatura geodetica non è che la © 
curvatura della projezione della curva sul piano tangente. Infatti, in virtù 


*) « Nouvelles Annales de Mathématiques » 1865, p. 258. Vedi anche « Geometria intrin- 
seca » p. 174. 
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dello stesso teorema di Meusnier, nel cilindro che projetta la curva sul 
piano tangente; la curvatura della sezione normale, tangente alla curva 


sen | 
stessa, è appunto S2? AI concetto di curvatura normale e di curvatura 


geodetica si è condotti nel modo più naturale quando si analizza lo sposta- 
mento angolare della tangente. La rotazione (VII, 8) di questa verso la nor- 
male alla superficie è 


w=-}Lda = YLi=ecosg i ; 


Invece la rotazione della medesima retta verso la perpendicolare che le si 
può condurre nel piano tangente, definita in direzione dai coseni L , M , N’, 
è 

w = YL'da b= e) L'A=eseng . 
Lo spostamento angolare e della tangente nello spazio si può dunque con- 
siderare come risultante dalle rotazioni w ed w’, i cui rapporti a ds, cioè 


w _cosg w seng 
a A A E 
sono appunto la curvatura normale e la curvatura geodetica. La prima ser- 
ve, per conseguenza, a misurare l’inflessione più o meno grande della curva 
fuori la superficie, mentre la seconda serve, invece, a misurare la deviazione 
sulla superficie. È importante osservare che le linee geodetiche sono, in ogni 
punto, a curvatura geodetica nulla, mentre le assintotiche sono a curvatura 
normale nulla. In altri termini, quando un punto si muove lungo una geo- 
detica, si può dire che la tangente alla curva percorsa si sposta sempre nor- 
malmente alla superficie. Invece tutto lo spostamento angolare della tan- 
gente ad un’assintotica avviene sempre tangenzialmente alla superficie. 


26. La curvatura d’una sezione normale è 
l ra*+2sab+ tb’ 


EE ae + (12) 

P VI+ ptg? 
Per avere un'immagine geometrica del variare di p, quando la sezione 
ruota intorno ad un punto M, poniamo l'origine in M, e dirigiamo l’asse 
delle z normalmente alla superficie, dimodochè p=qg=c=0. Posto a=cosð , 
e conseguentemente d=sen0, la (12) diventa 


- =rcos°0 -+ 2scos send + żsen”ð . (13) 


Ora si porti su ciascuna tangente, a partire da M, un segmento misurato 
dalla radice quadrata del valore assolato del corrispondente raggio di cur- 
vatura. L’ estremo del raggio vettore così costruito ha, nel piano tangente, 
le coordinate v= V Æp c089,y= Vteosenb, che soddisfano, in virtù di (13), 
all’equazione rx° + 2sæy- ty =1. Dunque (§ 6) in ciascun punto Za cur- 
vatura delle sezioni normali varia (da una sezione all’ altra) in ragione in- 
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versa del quadrato del corrispondente diametro dell’indicatrice di Dupin. 
In particolare essa è nulla per le sezioni determinate dalle rette osculatrici, 
e raggiunge il minimo ed il massimo valore per le sezioni corrispondenti 
agli assi dell’indicatrice, le quali si chiamano le sezioni principali. Le cur- 


l i AE AN KAET, 
vature PT ed — di queste sezioni sono le curvature principali. 
LI 2 


27. Teorema di Eulero. Se riferiamo la figura agli assi dell’ in- 
dicatrice, nella relazione (13) sparisce il termine in cos@ sen0; e siccome 
per 6=0 dev'essere p=g,, come per 0='/,7 si deve avere p=p,, si ha 


l l 
— =r , — =t, e conseguentemente 
Pa Pa 

1 cos°0 , sen°6 


p Pi Pa 
Questo è il teorema di Eulero. I teoremi di Eulero e di Meusnier mo- 
strano che basta conoscere le due curvature principali, in un punto M d’una 
superficie, per conoscere la flessione di qualunque curva tracciata per M 
sulla superficie, purchè non osculata dal piano tangente in M. 


28. Calcolo delle curvature principali. Per determinare le se- 
zioni principali ed i raggi principali di curvatura în un punto d’una super- 
ficie, riprendiamo la formola (12). Si tratta di cercare il minimo ed il mas- 
simo del trinomio ra- 2sab ~- tb? , sapendo che fra le variabili æ e b sus- 
siste la relazione 


(14-p°)a? +-2pgab + (1 4?) 1, (14) 
che si ottiene eliminando c fra a? -+b -+ e* —1 ela condizione di ortogo- 
nalità pa + qb—c=0 della tangente con la normale alla superficie. Ripe- 
tendo qui un calcolo già eseguito (1V, 16, €) in condizioni più generali, si è 
condotti a porre 


ra|+-sb=k((14+p°)a+p90) , sa +t6=k(pga+(1499)0); (15) 
poi, eliminando %, si ottiene un’altra equazione in a e b, che serve, insie- 
me alla (14), a determinare le direzioni degli assi dell’indicatrice, e per 
conseguenza le sezioni principali. Eliminando invece a e b si trova 

| r— k(l +p’) s— kpq bi 


a | s — kpq t-k(14-9°) 
cioè 


ri— s (0 Egr pg HAHAHA). (10) 


D'altra parte, moltiplicando la prima delle (15) per a, la seconda per b, 
e sommando, si ottiene 


ra? + 2sab +- tb? = k((14- p°) a + 2pgab +-(14+-g®)0°)=A . 
30 
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Dunque k, diviso per V1 + p? + g, rappresenta precisamente il valore 
minimo o massimo di —; e poichè le radici £, e k, dell'equazione (16) sono 
legate dalle relazioni 
l Sip ae 2 | l 2 t o pan 2 
ktk = CEE Laria EMA h kik, di 


i 1+p"+g Ti ppto; 
si ha pure 
E Rd Ana li ll 0 i MOR cr 4 1 
1 2 i 1 gr l 5 "s 


Son queste le formole che servono a far conoscere le curvature principali. 
Con un calcolo facile, posto 
E O TRE ON 
Vitr+g È  Vi+p+g 
si riconosce che alle (17) si può anche dar la forma più concisa 
Link. al AM l D(L, M) 
mode td > pie deg) 


29. Curvatura media. Si deve a Sofia Germain il concetto di 
curvatura media. Si chiama così la media aritmetica H delle curvature prin- 
CT MS, È I | Epi ii ‘ad Sag 
cipali, cioè 37 + 2). Per giustificare tale denominazione si osservi, in 

i "Pei ; cine ; spe 4 
primo luogo, che se p e p' sono i raggi di curvatura di due sezioni normali 
qualunque, perpendicolari fra loro, si ha, per la formola di Eulero, 


1 __ 00820 sen?0 l __sen®0 cos?) 
gl ibi penis “bi pe 
poi, sommando, 
l ( 1 1 
Roli Pe | 
2\p i$ 7) 


Ora consideriamo 2n tangenti, equamente distribuite intorno ad M; basta 
immaginarle associate per coppie di tangenti ortogonali per convincersi che, 
se si fa crescere n all’ infinito, la media aritmetica delle curvature normali 
resta sempre uguale al valore di H in M. 


30. Le superficie a curvatura media costante hanno importanza nei fe- 
nomeni capillari, e sono state sperimentalmente realizzate da Plateau *). 
Particolarmente importanti sono poi le superficie a curvatura media nulla, 
cioè le superficie per le quali, in ogni punto, i raggi principali di curvatura 
sono uguali, ma diretti in sensi opposti; ciò equivale a dire che l’indica- 
trice di Dupin consta di due iperboli equilatere complementari, d’onde la 
seguente proprietà caratteristica : le assintotiche si tagliano, in ogni punto, 


*) Vedi, per esempio, il « Cours de physique » di Jamin gu éd. , t. I, p. 225), e la « Geo- 
metria intrinseca » p. 181. 
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ad angolo retto. Analiticamente queste superficie sono caratterizzate, in virtù 
della prima formola (17), dall’equazione differenziale 


(1+9%)r—2pgs+(1+p°)t=0 . 


Esse portano il nome di superficie ad area minima , o semplicemente super- 
ficie minime, perchè ogni contorno chiuso, tracciato sopra una simile super- 
ficie, ne stacca un’area minore di quella che lo stesso contorno stacca da 
ogni altra superficie: ciò sarà dimostrato alla fine del Corso. 


31. Esempii: a) Un esempio di superficie minima ci si presenta subito fra le 
superficie di rotazione, Presto vedremo che il meridiano passante per M è una delle 
sezioni principali; l’altra è tangente al parallelo, in M. I raggi principali di cur- 
vatura sono dunque il raggio di curvatura del meridiano ed il segmento ($ 23, b) 
staccato sulla normale, a partire da M, dall’asse di rotazione. Questi raggi deb- 
bono, in una superficie minima, essere diretti in sensi opposti, e però il meridiano 
deve rivolgere la convessità verso l’asse di rotazione. Esso deve inoltre esser tale 
che 71 suo centro di curvatura sia simmetrico, rispetto al punto che si consi- 
dera, del punto d'incontro della normale con una retta fissa. Già si è visto 
(VI, 15, 2) che questa proprietà appartiene alla catenaria, e si vedrà in seguito 
che non può verificarsi in altre curve. La superficie generata dalla rotazione d'una 
catenaria intorno alla sua direttrice si chiama catenoide. Ed ora possiamo dire 
che ¿l catenoîde è l’unica superficie minima di rotazione. 

5) Anche l’elicoide a piano direttore, cioè la superficie costituita dalle 
perpendicolari condotte per tutti i punti di un’elica circolare all’asse del cilindro, 
è di area minima. Infatti, poichè le generatrici sono (VII, 15, a) le normali prin- 
cipali dell’elica considerata e di altre (VII, 15, e) eliche, in numero infinito, trac- 
ciate su cilindri concentrici, è chiaro che queste eliche costituiscono uno dei due 
sistemi di assintotiche, mentre l’altro è formato, come su qualunque rigata, dalle 
generatrici rettilinee. Constatata così l’ortogonalità dei due sistemi di assintotiche, 
resta dimostrato che la superficie è di area minima. Reciprocamente sopra una ri- 
gata minima un sistema di assintotiche è necessariamente costituito dalle trajet- 
torie ortogonali delle generatrici, e però queste linee ammettono le generatrici 
stesse come normali principali, d'onde segue (VII, 15, e) che ognuna di esse, 
avendo in comune le normali principali con infinite altre linee, è un'elica circola- 
re, e però la superficie (costituita, come si vede, dalle normali principali di un’e- 
lica circolare) è un elicoide a piano direttore. In tal modo si giunge al seguente 
teorema di Catalan: l’elicoide a piano direttore è l’unica rigata minima. 


82. Curvatura totale. A Gauss si deve il concetto di curvatura 
totale. Si chiama così il prodotto K delle curvature principali, ossia 


ri — s? J 
(1+p*+99)°" 


L'analogia fra la curvatura totale delle superficie e la curvatura delle linee 
piane apparisce quando, supponendo data l'equazione della superficie sotto 
la forma f(x,y,z)=0, si cerca di esprimere K mediante le successive de- 


K= (18) 
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rivate parziali di f. Si ha infatti, in virtù di note formole (V, 25), 


l df df df 
SIC ME TOT ia 

Mg Vi DI 

| da dr? dedy dedi 

(dv dI. dd 

Loy dydea dY  dydz 

de è de è» 

lds dada Drdy de 
Così i punti parabolici delle superficie ci si presentano come gli analoghi 
dei punti d’ inflessione delle curve piane, e la distinzione fra punti ellittici e 
punti iperbolici sta tutta nel segno di K. Si può *) inoltre dimostrare che, 
analogamente a ciò che avviene (VI, 12) nelle curve piane, se intorno ad 
M si stacca un pezzo infinitesimo < di superficie, il valore di K in M è il 
limite del rapporto a < dell'angolo solido compreso fra le normali elevate 
alla superficie lungo il contorno di <. Qui vogliamo menzionare una terza 
misura della curvatura 


Megna 
1 2 

proposta da Casorati come rispondente in modo più fedele delle altre al 
concetto volgare di curvatura; ma dobbiamo aggiungere che le discussioni 
sulla più conveniente misura della curvatura d’una superficie non hanno 
importanza alcuna. Ciò che importa è la conoscenza di entrambi i raggi p, 
e Pa, 0, in loro vece, di due funzioni qualunque, tra loro indipendenti, dei 
raggi stessi; e le funzioni (17), mentre analiticamente ci si presentano nel 
modo più naturale, sono anche quelle che intervengono nelle più importanti 
questioni geometriche e meccaniche. Così, per esempio, supponiamo che, 
data una superficie, si voglia applicare su di essa un’altra superficie, consi- 
derata come una sottilissima membrana flessibile ma inestendibile. Gauss 
ha dimostrato **) che occorre, perchè ciò sia possibile, e basta che nei punti 
corrispondenti, cioè nei punti che vengono a coincidere quando una super- 
ficie si applica sull'altra, le curvature totali siano uguali fra loro. La cur- 
vatura totale rappresenta dunque qualche cosa di invariabile, di permanen- 
te, in ogni punto d’una superficie che si deforma per semplice flessione. Se- 
gue ancora dal teorema di Gauss che le sole superficie sulle quali è possi- 
bile (come sul piano e sulla sfera) trasportare da un posto ad un altro una 
figura qualunque, senza alterarne la forma, sono le superficie a curvatura 
totale costante, che si chiamano brevemente superficie a curvatura costante. 
È questa un’osservazione di grande importanza per lo studio dei postulati 
fondamentali della Geometria. 


*) « Geometria intrinseca » p. 168. 
**) Vedi, per esempio, il « Calcul différentiel» di Boussinesg, p. 298°. 
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33. Esempii: a) Notevoli esempii di superficie a curvatura costante sono an- 
cora forniti dalle superficie di rotazione. Sulla sfera di raggio a la curvatura 


l 
totale è dappertutto uguale ad m? mê vi sono infinite altre 


superficie *) a curvatura totale pallio , positiva o negativa. 
La pseudosfera, cioè la superficie generata da una trattrice 
(VI, 45, d), che ruota intorno all’assintoto, ha la curvatura to- 


tale, in ogni punto, uguale a Lo se a è la lunghezza (co- 
stante) della tangente fra il punto di contatto e l’assintoto. Sap- 
piamo infatti che il centro di curvatura C, si projetta in T, al 
piede della tangente, sull’asse di rotazione, e che l’altro centro principale di cur- 


vatura, C,, sta sull’asse; ed ora nel triangolo rettangolo TC,C, si ha 


MCa MC. = MT? ,.. cioùò. gip, ra. 


5) Le superficie applicabili per semplice flessione sul piano debbono essere 
a curvatura nulla, vale a dire tali che in tutti i punti si abbia rt —s*=0; esse 
sono dunque ($ 17) le superficie sviluppabili. Secondo Casorati la sola superfi- 
cie a curvatura nulla sarebbe il piano, mentre un cilindro circolare avrebbe la 
metà della curvatura d’una sfera dello stesso raggio. Tornando al concetto di 
Gauss, è importante notare che le geodetiche, in quanto segnano il più breve 
cammino fra due punti , restano tali nell’applicazione d'una superficie sopra un’al- 
tra, diguisachè, se una sviluppabile si applica sul piano, le sue geodetiche si ret- 
tificano. In particolare si rettifica qualunque curva quando se ne applica sul piano 
Ja sviluppabile rettificante ($ 21, c), vale a dire che per ogni curva si può far 
passare ùna sviluppabile tale, che, quando questa si applica sopra un piano, la 
curva si trasforma in una retta. Le sviluppate della curva ($ 21, 5) si rettificano 
invece, tutte, quando si applica sul piano la sviluppabile polare. E qui vogliamo far 
notare che, siccome la sviluppabile polare di qualunque curva piana è un cilindro, 
le sviluppate d'una tal curva son sempre eliche cilindriche. 


34. Esercizii: a) Per una quadrica a centro, riferita ai suoi assi, si può cal- 
colare la curvatura totale mediante la formola (19) prendendo 


AI Ra 
KS 2 (5 I Gi tali: 


° . , aXa , ‘ , 1 
Prima si osservi che, essendo Z= ml l'equazione del piano tangente, la di- 
a 


stanza % di questo piano al centro è data dalla formola 


L= 
CHÉ bA sea SEP 
quindi la (19) dà 

È h' hi 
BE Ta O a 4 Fara 

ae a 0 | 

KU 

| TEO TOM SSS 


*) «Geometria intrinseca » p. 178. 
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Dunque (cfr. VI, 15, k) nelle quadriche a centro la curvatura totale varia co- 
me la quarta potenza della distanza fra il piano tangente ed il centro. 

5) Proponiamoci di calcolare le curvature principali in un punto qualun- 
que M d’una superficie sviluppabile. Le coordinate di M si possono porre sotto 
la forma X = æ + av, Y = y + bv, Z = z + cv, dove a,b,c rappresentano i 
coseni direttori della generatrice, ed #,y, le coordinate del punto Q, in cui la 
generatrice tocca lo spigolo di regresso. Queste sei quantità dipendono unicamente 
dall’arco « dello spigolo, mentre v, indipendente da «, rappresenta la lunghezza 
del segmento QM. Ciò premesso, poichè si sa ($ 11) che i coseni direttori della 
normale alla superficie son quelli a,8#,y della binormale di (Q), si vede subito 


che p = — a:r,g=— B:Y, d'onde si deduce 
dp Wg da: du @ 
w do PA, di OO, du e? ? 
cioè 
ra -sb = sa -+ tb=0 POE TAREN LA st MI + E 
AIA SAT i ’ sp = evy? ’ p= zvy? ’ 
quindi pb? ie w 
ig E E A A aa E Lia irra ee Ti 
tvy vwy avy 


La (18) dà K=0: ciò era da prevedere, sia perchè già si è visto ($ 17) che in 
tutti i punti d'una sviluppabile è »#—s?=0, sia perchè il coincidere dei due si- 
stemi di assintotiche nell’unico sistema delle generatrici ci dice che una delle se- 
zioni principali, in un punto qualunque M, è la generatrice stessa che passa per 
M, giacchè le tangenti a tali sezioni debbono dividere per metà gli angoli delle 
rette osculatrici. Dunque una delle curvature è nulla; l’altra è data dalla prima 
formola (17), ed è 


i 

EAS REAN 2) g2 nir Eaa vibo 

7 ja B*)a? + 2aBab + (1 — a’)è? | maT (1——»’) eh 
sicchè R =—vtgo, dove ọ è l'angolo di cui deve ruotare, in un senso già de- 


finito ($21), la tangente allo spigolo di regresso, per coincidere con la genera- 
trice della sviluppabile rettificante ; e poichè la lunghezza R va portata nel senso 
positivo della binormale, si vede che č centri di curvatura normale delle trajet- 
torie ortogonali delle generatrici d'una sviluppabile appartengono alla svitup- 
pabile rettificante dello spigolo di regresso. Alla medesima conclusione si giunge 
anche osservando che la generatrice della sviluppabile rettificante dello spigolo di 
regresso è in pari tempo (§ 15, a; $ 21, b,c) l’asse dei circoli osculatori di tutte 
le trajettorie ortogonali, d'onde si deduce, invocando il teorema di Meusnier, 
che la detta generatrice incontra i piani perpendicolari alla generatrice della pri- 
ma sviluppabile nei centri di curvatura delle corrispondenti sezioni, lungo la ge- 
neratrice stessa. : 


Determinazione e proprietà 
delle linee notevoli d'una supertficie. 
35. Linee di curvatura; ombelichi. Per determinare le linee di 
curvatura ($ 7) d’una superficie data, si ha, eliminando % fra le (15), 


(1-+-p°) de + pg dy _pgde + (1-4 9°)dy 


(20) 
rdæ + sdy sda + idy 


www.rcin.org.pl 


l 
p 


2 


— 239 — 
cioè 


EA aE sipa S PaT? (1) 


d'onde, immaginando espresse le funzioni p,g,7,s,t in funzione delle sole 
variabili indipendenti x ed y, si ricavano due equazioni 


dy dy __ i j di 
da 9039) ) da YEY): (22) 


e da queste, considerate separatamente, si potrà risalire, nel modo che verrà 
spiegato verso la fine del Corso, alle equazioni di due sistemi di cilindri pa- 
ralleli all'asse 2, i quali tagliano la superficie secondo le sue linee di cur- 
vatura. Si osservi che, se le coordinate x,y,z d'un punto M della superfi- 
cie soddisfano anche alle altre due equazioni 
Dara = he = — ves 3 (23) 
Lang geo dee 

e solo in questa ipotesi, la (21) è soddisfatta identicamente, e però in M 
concorrono infinite linee di curvatura. Siffatti punti, che si chiamano ombe- 
lichi, sono generalmente in numero finito; ma possono anche formare linee 
della superficie: ciò avviene quando le (23) si riducono ad una sola equa- 
zione. L’indeterminazione della direzione delle tangenti alle linee di curva- 
tura, in un ombelico, non può esser dovuta ad altro che all’ indetermina- 
zione della coppia degli assi nell’indicatrice di Dupin, cioè all’ esser que- 
sta un circolo. Ne segue che intorno agli ombelichi la superficie si comporta 
come una sfera, perchè spostando infinitamente poco il piano tangente, per- 
pendicolarmente alla normale, si determinano nella superficie sezioni circo- 
lari infinitesime. Ciò permette di veder subito che sopra un ellissoide, per 
esempio, si hanno quattro ombelichi reali, che sono gli estremi dei diame- 
tri conjugati alle due serie di sezioni circolari. Del resto si può verificare 
che le condizioni (23) equivalgono appunto all'unica p, =p, giacchè dalle 
(17) si trae, con un calcolo facile, 


j Tř Srna a 


e si vede che per l'eguaglianza p, =p, le (28) sono sufficienti e necessarie. 


36. Le normali condotte ad una superficie lungo una curva qualunque 
costituiscono una rigata generalmente gobba, che chiamasi normalia. Fra 
le infinite normalie, che passano per un punto, quante e quali sono sviluppa- 
bili? La condizione necessaria e sufficiente perchè la normale in M generi 
una sviluppabile, quando M si sposta sulla superficie data, è ($ 9) 


I ipod: dal, 
| 


q dq dy 
} ur 0° ge 
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Il determinante scritto nel primo membro è uguale a 
p dp da+pdz |=|dx-+pdz dp |. 


q dq dy + qde | dy +qdz dq | 
SI: E 


Dunque dev'essere 
dæ+-pdz__dy +qdz 
MP O 
ma questa eguaglianza non differisce dalla (20), come si riconosce subito 
osservando che 


ds=pdx +qdy , dp=rdx+sdy , dq=sda+tdy ` 


Passano dunque per ogni punto della superficie due normalie sviluppabili, 
le cui tracce sulla superficie sono appunto le linee di curvatura. Gli spigoli 
di regresso di tutte queste normalie formano una superficie a due falde, che 
si può anche considerare come il luogo di tutti i centri principali di curva- 
tura. Questa seconda superficie è dunque, rispetto alla prima, l’analoga della 
sviluppata *) d’una curva. La precedente proprietà caratteristica delle linee 
di curvatura si può enunciare dicendo che ogni linea di curvatura è trajet- 
toria ortogonale delle generatrici sopra una sviluppabile, costituita da nor- 
mali alla superficie, ed aggiungendo che tale proprietà non appartiene ad 
altre linee. Da ciò è facile dedurre, ricordando un precedente teorema 
($ 15, 5), che una curva, quando è linea di curvatura sopra una superficie, 
conserva questo suo carattere su tutte le superficie che tagliano la data, 
lungo la curva stessa, sotto un angolo costante. Ne segue, in particolare, 
che, quando un piano taglia una superficie sotto un angolo costante, } in- 
tersezione è necessariamente linea di curvatura; ed inversamente, se una 
linea di curvatura è piana, il suo piano taglia la superficie sotto un angolo 
costante. Altrettanto si può affermare, più generalmente, per le curve sferi- 
che, giacchè sopra una sfera ogni curva è linea di curvatura. 


37. Esempii : a) Sulle superficie di rotazione le linee di curvatura sono i me- 
ridiani ed i paralleli. Infatti le normali alla superficie, lungo ciascun meridiano, 
stanno nel piano del meridiano, e le normali lungo un parallelo concorrono sul- 
‘l’asse di rotazione. Più semplicemente basta osservare che il piano di qualunque 
meridiano o parallelo incontra la superficie ad angolo costante. Del resto, quando 
si è trovato uno dei due sistemi di linee di curvatura, l’altro è determinato dalla 
condizione che le sue linee incontrino ortogonalmente quelle del primo. Ai due si- 
stemi di linee corrispondono le due falde della sviluppata, delle quali una è gene- 
rata dalla rotazione della sviluppata del meridiano intorno al medesimo asse, è 
l’altra si riduce ($23, 5) a questa sola retta. Per esempio un catenoide costitui- 
sce, insieme all’asse di rotazione, la sviluppata d’una pseudosfera. 


*) Per conoscere le principali proprietà delle sviluppate delle superficie si legga la « Geome- 
tria differenziale» di Bianchi, o la nostra « Geometria intrinseca » p. 170. 
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b) Sopra una sviluppabile ogni generatrice è linea di curvatura ($ 34, b), 
perchè le normali alla superficie, lungo una generatrice, stanno in un piano. Se 
le generatrici si fanno ruotare d'un angolo retto intorno ad una loro #rajettoria 
ortogonale, esse diventano normali alla superficie senza cessare ($ 15,8) di co- 
stituire una sviluppabile, e si riconosce così, direttamente, che le trajettorie orto- 
gonali delle generatrici formano l’altro sistema di linee di curvatura. La svilup- 
pata ha poi una falda all’ infinito, e l’altra ($ 34, 5) è la sviluppabile rettificante 
dello spigolo di regresso. 

c) Su qualunque inviluppo d'una semplice infinità di sfere, le caratteristiche 
sono linee di curvatura, giacchè ($ 16) lungo ciascuna di esse 
le normali alla superficie sono i raggi stessi della sfera invilup- 
pata, iquali concorrono nel centro C,. Ne segue che uno dei 
due centri principali di curvatura è C,; l’altro si determina fa- 
cilmente, nel caso d'un tubo ($ 20, b), osservando che appartie- 
ne allo spigolo di regresso della sviluppabile generata da una 
normale alla linea centrale, e che per conseguenza ($ 21, b) 
deve stare sull’ asse del circolo osculatore di questa linea, I raggi principali di cur- 
vatura sono dunque 


N poum. jave. 


P 
sR , =R ——, 
Pi Pa coso 
come sì può anche stabilire con soli calcoli, facendo uso delle (17), e ponendo 
2A (X— x)= coso. Osserviamo, per finire, che la sviluppata d’un tubo è costi- 
tuita dalla sviluppabile polare d@lla linea centrale e da questa linea stessa. 


38. Torsione geodetica. La proprietà caratteristica delle linee di 
curvatura, trovata nel $ 36, è intimamente connessa al concetto di torsione 
geodetica, introdotto da Bertrand per dar la misura della deviazione an- 
golare del piano tangente, intorno ad una tangente, quando il punto di con- 
tatto si sposta nella direzione della tangente stessa. È naturale assumere 
come misura di tale deviazione il rapporto a do (differenziale dell'arco) del- 
langolo di cui ruota la projezione, sul piano normale, della normale alla 
superficie, angolo già trovato ($ 14) uguale ad n— dg. È questo rapporto 


che si chiama torsione geodetica. Evidentemente la proprietà caratteristica, 
accennata in principio, si può esprimere dicendo che le linee di curvatura 
sono, in ogni punto, a torsione geodetica nulla. La torsione geodetica rap- 
presenta dunque, per le linee di curvatura, qualche cosa di analogo a ciò 
che la curvatura normale ($ 25) è per le assintotiche; ed entrambe restano 
invariate, in ciascun punto, per tutte le curve che ammettono la stessa tan- 
gente, mentre la curvatura geodetica varia, per queste curve, insieme alla 
posizione del piano osculatore. Vedremo inoltre che vi è analogia fra le leggi 
che reggono le variazioni della curvatura normale e quelle che presiedono 
al variare della torsione geodetica'nelle infinite direzioni intorno ad un pun- 
sl 
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to, in quanto che l’una e l’altra son misurate da funzioni quadratiche omo- 


genee dei coseni che definiscono tali direzioni. 


39. Ed infatti, se con a’, d',c' si rappresentano i coseni direttori della 
tangente alla superficie, perpendicolare a quella che si considera, è chiaro 
` che, essendo 


L=aseng+Acosg , a =acosp—Aseng , ecc., 


si ha 
L aM 5 aN 
end, e a da ; do =g 09 — eT . (24) 


Queste sono, per così dire, le formole di Frenet relative alla terna di di- 
rezioni, definita dal determinante ortogonale 


a' L=1. 
b M 
eneu N 


Moltiplicando le (24) una volta per a,b,c, ed un’altra per a',b',c', si ot- 
tiene, sommando, 
co? y dl rase 
Mito A Dot do ` 
Ora, poichè L=— Np, M=— Ng, dove N=1:V1-+p*+g?, se si tien 
conto delle condizioni di ortogonalità pa + qb = €, pa -} qb'=c', le ulti- 
me formole diventano 


coso __ aN dp’ (15 daN , dq aN dp 
TETTI) 


HN aN N2? aN N sN , dp , dq 
r=a (pP tN Lto apan E sa} og Ne ftr) 

La prima formola non differisce dalla (11), della quale abbiamo così un’al- 

tra dimostrazione; la seconda ci dà 

_ raa + s(ab'+-ba') | tbb 
Vi+p* +9? 

e questa si può porre sotto una forma analoga alla (11) osservando che 
a' =Me-N5—-—N(0--ge) =—N[p9ga+(1+98)2] , 
s=NaT—Le= NMa+pc)= N[1+p)a+pg90]. 

Così si ottiene 

Pi o MA i il n a ERS 
14 p° +-9° 

e sì ricade sulla condizione (20), caratteristica delle linee di curvatura, 

quando si pone T=0. 


(25) 
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40. Per la ricerca delle proprietà di t è più comodo l’uso della (25): 
a) Una prima proprietà si scopre subito osservando che, se alla dire- 
zione (a,b,c) si sostituisce (a',b',c'), a questa bisogna sostituire la dire- 
zione (-a,—d,—c), dimodochè t non fa che cambiar segno. Dunque due 
linee d'una superficie, che s'incontrano ad angolo retto, hanno, nel punto 
d’ incontro, torsioni geodetiche opposte nel segno, ma uguali in valore as- 
soluto; 


b) Se (a, ,b,,c,) ed (a,,0,,c,) sono le direzioni delle tangenti alle 
linee di curvatura, si può sempre porre 
a=za,cos0 -+ a,send , a =—a,send + a,così , 
b=b,cos0 | d,sengd , &'=— — b senb + d,così . 


Sostituendo in (25) questi valori, ed osservando che 


raa, + s(a,b,4-a,06,)+-t0,6,=0, 
si ottiene la formola 


r=- =) sen 0 così (26) 
Pa Pa 


che mostra chiaramente come varia 7 intorno a ciascun punto; 

c) Se al prodotto delle curvature normali nelle direzioni (a,b,c) ed 
(a',b',c') si aggiunge il prodotto delle torsioni geodetiche nelle stesse dire- 
zioni, dopo avere osservato che l’espressione 


(ra? + 2sab -+ tb?) (ra; 2sa'b' + tb”) — (raa' + s(ab' 4- ba') + tbb')? 
si riduce identicamente ad (rt—s*)N°, si ottiene l’ importante formola 
l 
K = — T , 27 
> (27) 
che si può anche stabilire servendosi dell’espressione (26) di 7, e della for- 
mola di Eulero. Infatti a quest’ultima si possono dare le due seguenti 


forme A 

L_1_(7--)sent0 7 AER- =(+— >) eos ; 
p Pi Pa Pi Pa p 

quindi, moltiplicando, si ha 


P È syfa 3 A AE LEG 
uci deria ar oa qa ar i 
p Pi/\Pa_P Piu RP pp 


41. Linee assintotiche; teorema di Enneper. La ricerca delle 
assintotiche è fondata sull’equazione 


rda*+4+2sdedy+tdy°=0 , (28) 


esprimente che la curvatura normale di simili curve è nulla. Si vedrà in 
seguito che l'equazione precedente caratterizza (come la (21), che ha la 
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stessa forma) due sistemi semplicemente infiniti di superficie, le quali inter- 
secano la data superficie lungo le linee, assintotiche. Del resto, per fare lo 
studio di queste linee, sopra una superficie data, non è indispensabile cono- 
scere le loro equazioni, perchè, note le curvature principali della superficie, 
si hanno formole per calcolare le curvature delle assintotiche. Noi non po- 
tremmo qui dimostrare, senza uscire dai limiti imposti a questo corso, la 
formola *) di Bonnet, che dà la flessione delle assintotiche in funzione di 
pi e di p,; ma è facile dedurre dalla (27) il seguente teorema di Enne- 
per: la torsione delle assintotiche si calcola estraendo la radice quadrata 
della curvatura totale, cambiata di segno. Infatti per le assintotiche, come 
per tutte le curve che hanno le normali principali ugualmente inclinate sulle 
normali alla superficie (e quindi anche per le geodetiche), la torsione geo- 


detica non differisce dalla torsione assoluta; e però, essendo Tar: ` =l, 
la formola (27) dà x =tV—p,p.. P 


42. Linee geodetiche ; formole di Weingarten. La definizio- 
ne ($ 7) delle geodetiche d'una superficie f(x,y,z) =0 si traduce imme- 
diatamente nelle equazioni 

d da df _d dy d _d de dI sa 
ds ds` dae ds ds dy ds ds' dz’ x 

in cui s è la lunghezza dell’arco. Ben raramente accade che si sappia dalle 
(29) risalire all’equazione in #,Y,#, con due costanti arbitrarie, atta a rap- 
presentare, insieme all’ equazione della superficie, la doppia infinità delle 
geodetiche. Si può tuttavia fare lo studio di queste curve senza conoscerne 
le equazioni in termini finiti, ed è particolarmente importante per le appli- 
cazioni il sapere come le geodetiche si comportano in regioni limitatissime 
della superficie. Posta l'origine sulla superficie, in M, si dirigano gli assi æ 
ed y secondo le tangenti alle linee di curvatura; poi 

n si consideri un arco MM' =c sulla geodetica definita 

dall’ angolo 0, che la sua tangente in M fa con Mw. 
Se fra le sezioni normali, che passano per M, si co- 
i struisce quella che passa anche per M', si determina 
PA “x sulla superficie un altro arco MM'=0c-+d. Il piano 
di questa sezione si suole in pratica assumere come 
osculatore alla geodetica, quantunque, per farlo diventar tale, vi sia da 
` imprimergli una certa deviazione angolare e: questa, computata nel senso 
del moto degli indici d’un orologio, per un osservatore posto sulla parte 
positiva dell'asse # (normale principale), si calcola subito osservando che 
tge=—v:u, dove u e v sono (VII, 13) le distanze di M’ al piano normale 
ed al piano osculatore. Quindi, cambiando in o il ds delle formole (19) del 


o . . . x 
-— , vale a dire che la deviazione £ è 


precedente capitolo, si ottiene e == Si 


*) « Geometria intrinseca » p. 163. 
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infinitesima del secondo ordine rispetto all’arco c. Questa conclusione, così 
semplice e del resto prevedibile, chiude in sè una delle proposizioni fonda- 
mentali della Geodesia *). Nella pratica si suole anche, e con maggior ra- 
gione, trascurare È, cioè considerare l’ arco MM' misurato lungo una se- 
zione normale come un arco di geodetica, e ciò si giustifica dimostrando che 
dè —=°/,0e°, vale a dire che la differenza fra i due archi è infinitesima del 
quinto ordine. Questo ed altri importanti risultati si possono dedurre dalle ` 
formole di Weingarten, le quali danno le coordinate x,y,z di M' in fun- 
zione di œ e di 0. Siccome si ha, per le citate formole (19), 


o? ge o «081481 
iE iti ; n) ei Ù far Pg af ore dee ? 
si ottiene subito z =w, ed inoltre i i 
r=ucos0—vsenð=geos0 — (SSL... ; 
6p \ p % 


3 / senò s6 
y = usen 0 + v00s0=0 send — (2° Quae Jt 
6p \ p % 


D'altra parte, in virtù del teorema di Eulero, e della formola (26), ricor- 


l s 
dando che per le geodetiche è qra, ni ha 


così send _ così send così dh senò 
p Palaa ra iak 
Dunque i 
g? g? o? 
BES L00809 j- y=(0 =E- -+ )sen0 3 z=—-+... à 
( 6pp, ) pp. t 2p 


43. Per finire proponiamoci, come esercizio, di determinare le assintotiche e 
le geodetiche d'una superficie di rotazione: 
a) Preso l’asse di rotazione come asse 2, sia #==/(@), nel piano «z, l'e- 
quazione del meridiano: l'equazione della superficie è s=f (R), con R= Væ y’. 
Ne segue, derivando, 


E R LR i 
p= gl Eme) , 1=pf(R)=yo(R) ; 
poi 
cli XY, ec, 
ha 2 ZE = — g(R). 
"=@(R) + po(R) + sa), R += 0(8) 
Ora l'equazione (28) diventa 


(dat 4+-dy9)9(R) + (edo + ydy} O_o, 


ovvero, facendo uso di coordinate polari, 
(dR? -+ R?d0?) o (R) + Rg'(R)dR®=0 ; 


*) Pucci « Fondamenti di Geodesia » (vol. I, p. 102). 


Wwww.rcin.org.pl 


"I a 9 E w 


— 246 — 


eta LR). 

dR R/'{R) 

Nel Calcolo integrale si apprenderà a risalire da questa equazione ad un'altra, in 

termini finiti, ct0=F(R), che rappresenta due famiglie di curve, projezioni 
delle assintotiche sul piano dell’equatore. 

i b) Solo in casi specialissimi è possibile la completa determinazione delle 

geodetiche; ma si può tuttavia pervenire, nel caso generale, a trarre dalle (29) un 


notevole teorema, che agevola molto la discussione delle geodetiche e permette di 
rendersi conto del loro andamento sulle superficie di rotazione. Infatti si deve avere 
_d dy dda _ 


d dæ, _ d dy tin i 
bel de , Ossia uff "+ "agi d0 A dna 3 


quindi 


o, ancora, successivamente, 


d( dy dx dy da 
(i 27 > eR In T 
dove c è una costante arbitraria. Sia d l'angolo d'una geodetica col meridiano, 


e si noti che, essendo —sen@ , così , 0 i coseni direttori della tangente al paral- 
dæ dy dz 


lelo , e Ja’ da ' gg 000M direttori della tangente alla geodetica, si ha 
da dy > ?1°f‘dy da: 
=— — REAST P pA ya 
send send 7 + cos i eF va) i 


cioè Rsenp—=c. Dunque le geodetiche d'una superficie di rotazione incontrano 
i meridiani sotto angoli, il cui seno varia, lungo ciascuna geodetica, come la 
curvatura dei paralleli. Questo teorema, dovuto a Clairaut, è utilissimo in 
Geodesia. Esso impone dei limiti alla regione solcata dalle geodetiche corrispon- 
denti ad un dato valore (non nullo) di c. Infatti R non può diventare minore di 
c, in valore assoluto, e però, se immaginiamo che si percorra una geodetica nel 
senso in cui vanno decrescendo i paralleli, la curva andrà deviando sempre più 
dai meridiani, per accostarsi ai paralleli, e finirà per toccare il parallelo di raggio 
c, senza poterlo oltrepassare, 
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IX. L'INTEGRAZIONE. 


cioncetti fondamentali. 


1. Si chiama integrale di f(x)dx, e si rappresenta con Sf(x)dz, ogni 
funzione F(x), che ha per differenziale f(x)dx. In altri termini, quando 
si scrive Sf(a)de=F(), si vuole affermare che f(2) dx =dF(x). Siccome 
da queste due uguaglianze si deduce, eliminando F o f, 


f(@)de=dff(a)de , SAF(a)=F(x), 


si vede che i segni d e SJ si elidono a vicenda; e però, se si chiama inte- 
grazione l'operazione, rappresentata dal segno f, mediante la quale, data 
f, si trova F, si può dire che l'integrazione è l'operazione inversa della dif- 
ferenziazione. Già è noto (II, 27, a) che, se F(x) è una funzione che am- 
mette il differenziale f(x)dx, tutte le altre funzioni analoghe sono rappre- 
sentate da F(x)+C, dove C è una costante arbitraria; ma la differenza 
dei valori che l'integrale ff(x)dx, corrispondente ad un dato valore di C, 
prende negli estremi d'un dato intervallo (a,b), è perfettamente determi- 
nata, giacchè nel formarla sparisce il valore di C. A tale differenza, che si 


b 
rappresenta con $ f(x)dx, si dà il nome di integrale definito (fra i limiti 


a e b), per distinguerla dall’ integrale indefinito Sf(x)dx. Adunque 
ab 
froda=re+0 , fiede=F 0EM) ; 
ma queste definizioni non sono soddisfacenti , perchè nulla ci dicono sull’ e- 


sistenza dell’ integrale, nè sul modo di calcolarlo; esse sono da ritenere piut- 
tosto come definizioni di simboli, e però noi cercheremo di trasformarle in 
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altre, che valgano a definire le operazioni stesse rappresentate da quei 
simboli. 


2. Prima, per ottenere un’ interpretazione dell’ integrale definito, osser- 
viamo che F'(x)=f(x), ed applichiamo il teorema di Lagrangia (II, 25) 
in v intervalli X,,%,,...,%,, nei quali si è arbitraria- 
i Rei SAI a mente spezzato l'intervallo (a,b). Chiamando æ; un de- 
terminato valore appartenente all’ intervallo (£;_,3%;), 

di lunghezza %,, e B; il corrispondente valore di f(x), si ha 


F(a,) — F (a) = hp, , F(x) —F (0,1) = ħa Pa +., F(b) — E (2n) = hp Bn - 


Sommando si ottiene F(b) — F(a)=c,, dopo aver posto 
On = h, Ba F habe ++ Anba - 
b 
Dunque, se si fa crescere n all'infinito, si può sorivere f f(@)de=limo,, 


cioè il valore dell’integrale si può considerare come limite della successione 
0, 303,93 ;-+., i cui termini sono, del resto, tutti uguali fra loro. Ciò pre- 
messo, vogliamo dimostrare che, se la funzione f(x) è continua, si può ad 
ogni a; sostituire un numero qualunque dell intervallo (x;_,,%;), purchè si 
supponga che, nel crescere di n all’ infinito, tutti gli intervalli parziali ten- 
dano simultaneamente a zero. Infatti, trovato quel numero %, che, in virtù 
del teorema di Cantor (I, 29), si può sempre far corrispondere ad ogni nu- 
mero positivo £, e supponendo che A, ,,,...,/, siano stati già resi tutti in- 
feriori ad %, si avrà, per qualunque valore f; che la funzione assume nel- 
l'intervallo A; ,|f;- B;|< Dunque, posto 


Ta = hf, + Rafa + 4Zafa > 


si avrà pure e X 
|n on | L Èh lfi Bil <h = (b —a)e 9 
1 4 


Ne segue, osservando che (b—a)e si può rendere piccolo quanto si vuole, 


neo 


b 
limt, = limo, = frode À 
$ (#7 


vale a dire che anche i numeri 7,,7,, 7,,... (che non sono più tutti uguali 
fra loro) tendono al valore dell’ integrale. 


3. Definizione dell’integrale. Ora, lasciandoci guidare dalle pre- 
cedenti considerazioni, e largheggiando il più che sia possibile nelle condi- 
zioni che avremo da imporre, siamo in grado di formulare la seguente defi- 
nizione: « Se, qualunque sia il modo di dividere l’ intervallo (a,b) in inter- 
valli %,,%y,-.-,%,, i quali tendano a zero quando n cresce all’ infinito, e 
qualunque siano è valori fi,fa,---,fa, compresi fra i limiti (inferiore e su- 


Www.rcin.org.pl 


— 249 — 


periore) di f(x) in ciascuno dei predetti intervalli (non esclusi i limiti stes- 

si), la somma A f, + tafa t +**-+-/,f, tende sempre ad uno stesso limite, 

questo si chiama l integrale definito di f(x)dx fra a eb, e si rappresenta 
b 


con $ f(æ)dx ». Se poi al limite b, supposto variabile, si sostituisce x, la- 
sciando arbitrario il limite @, si ottiene la definizione dell’integrale in- 
definito E(x). 


4. Fra le proprietà generali degli integrali notiamo subito la seguente 
b b 
firo da= k fi f(a)da , (k costante) 
immediata ua della PRA come anche l’altra 
TEE fado O, 4 
Cn a e fa 


evidentemente vera fintantochè le funzioni %,v,... di x sono in numero fi- 
nito. Ora conviene sbarazzare la nozione d’integrale dalle varie restrizioni 
che ancora racchiude: 

a) E prima di tutto, per non essere obbligati a supporre a <b, con- 
veniamo che sia, in ogni caso, 


SL © 


convenzione questa ben naturale se si riflette che, quando l’ intervallo b— a 
si considera come negativo, tali conviene anche supporre che siano gli inter- 
valli k, ,ħ,... nei quali va suddiviso, mentre restano inalterati i corri- 
spondenti valori f,,fs,.... Dopo ciò è facile dimostrare che si ha sempre 


J =f4/ s (2) 


proprietà evidente quando c è compreso fra a e b. Nel caso opposto, se per 
esempio si ha a <b <c, si ottiene subito, osservando (1), 


b c c c ò 
CIELI 
lo a bi Ca c 
b 
b) La definizione di 33 f(x)dæ richiede che f(x) sia finita nell’ in- 


tervallo d'integrazione (a,b); ma questa restrizione si può togliere in parte 
convenendo di porre, quando f(x) diventa infinita in uno o più punti c, 


c) Si danno anche integrali estesi ad intervalli infiniti; ma essi deb- 
32 
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bono essere considerati come limiti dei valori di altri integrali, estesi ad in- 
tervalli finiti. In altri termini sì ha, per definizione, 


+e æ (47 Q 
f=rim , = lim f 9 
e TEHO a e dZ40 4 
a a +0 x 
+0 


Ehi: 


È facile constatare che le proprietà (1) e (2) sussistono anche per questi 
integrali. 

d) In seguito all'ultima definizione non è lecito considerare un inte- 
grale, esteso ad un intervallo infinito, come il limite d'una somma h,f, + 
h,f,4 +++» Giova tuttavia segnalare un caso, abbastanza generale, in cui, 
dopo avere spezzato l'intervallo (@,) in infiniti intervalli %,,%,,%33%--» 
tendenti a zero, ed aver preso in ciascun intervallo %; , fra i limiti di f() 
in questo intervallo, un valore f;, si può affermare che 


ed inoltre 


fi F(a)dn=li(A,f,4-A,fy+A,fy +-+). 


Ciò accade quando, nel dividere con la medesima legge un intervallo qua- 
lunque (2,00), si trova come limite della somma analoga una quantità p(), 
tendente a zero per infinito. Infatti è chiaro che si ha 


fraz), fraz. 
5. Tra le infinite possibili divisioni dell’ intervallo (a,b) la più semplice 
è senza dubbio quella in parti uguali, per la quale si ha 
r=Mf++ += LETT, 


n 
e conseguentemente 


b 
i 1 i 2 papi n l dA 
lim ATht that freja 


Per questa ragione si dà al secondo membro il nome di valor medio di f(x) 
nell’ intervallo (a,b). Siccome tutti i numeri f; sono compresi fra il limite 
inferiore à ed il limite superiore p di f(x) in (a,b), altrettanto si può dire 
della loro media aritmetica, e per conseguenza anche il valor medio di f (æ) 
è compreso fra à e p. Ciò premesso si consideri la funzione 


F= ffa)a» i 


ed attribuito ad æ un incremento % si osservi, ricordando la proprietà (2), 
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che si ha 


F@+n-F@=fr@ae=h, 


dove f}, valor medio di f(x) in (x,æ -+ h), si conserva finito nel tendere 
di k a zero, dimodochè lim F(x + h) = F (x). Dunque la funzione F(x) è 
continua. Si può affermare qualche cosa di più quando è continua la fun- 
zione da integrare, perchè allora à e p sono (I,28) valori di f(x) in (a,b); 
e nel passare dall'uno all’altro f(x) diventa certamente uguale (I, 26), al- 
meno una volta, al suo valor medio, sicchè, per un conveniente numero & 
dell'intervallo (a,b), si ha 


| [(a)do=(b—a)f(&) . fa, 


Ed ora è facile dimostrare che la definizione dell’integrale, data nel $3, 
concorda con quella data in principio, in quanto che la derivata di F (x) 
è f(x). Infatti, se si applica la (3) nell'intervallo (x, æ -+ h), si ottiene 
F(x + h)— F(x)=A/(5), dove E, compreso fra v ed x+h, tende ad x 
quando 4 tende a zero. Ne segue 


F(w Me RI —F@) _ 


F(#)=lim im/(5)=/(2) . 


Dopo ciò è chiaro che la formola È; non è che l’espressione del teorema di 
Lagrangia, applicato all’integrale indefinito. Solo quando f(x) è discon- 
tinua la nuova e l’antica definizione possono trovarsi in disaccordo; ed ef- 
fettivamente si dimostra *) che l’integrale di f(x)dx, secondo il nuovo con- 
cetto, può non esistere, quantunque f(x) ammetta una funzione primitiva. 


6. Teorema. Affinchè esista fi f(x)dx è necessario e sufficiente che 


si possa formare una divisione dell'intervallo (a,b) in intervalli h,, h,,...,h 
tale che, chiamando O; l'oscillazione di f(x) in h;, la somma 


n? 


= 1,0, AL 1,0, Lek 1,0, 


abbia per limite zero quando i detti intervalli, crescendo in numero, tendono 
simultaneamente ad annullarsi. K 
a) Se l’ integrale esiste, vuol dire che la somma e= f; ha un li- 
4 
mite, sempre lo stesso, comunque si scelgano i numeri f; nei rispettivi in- 
tervalli. In particolare, quando si mettono per f,;f.;---f, una volta i li- 
miti superiori nei corrispondenti intervalli, ed un’altra i limiti inferiori, si 
ottiene, sottraendo, limw,=0, qualunque sia il modo di spezzare l’ inter- 
vallo (a , 0) in parti infinitesime; 


*) Volterra, « Giornale di Battaglini » (1881, p. 334). 
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‘ b) Inversamente, se limw,=0 per qualunque modo di divisione, le 
somme 


n! n” 
LA + >t " "” PELA 
VES , A DA li 
1 4 


non possono tendere a limiti differenti. Consideriamo infatti la divisione in 
intervalli %, „ha ,..., Bu, operata mediante i punti delle due divisioni. Un in- 
tervallo 4’ consta d’uno o più intervalli k, e se in ciascuno di questi si 
prende ad arbitrio un valore f, compreso fra i limiti estremi dei valori di 
f(x), si ha 


hf = hrs r+1 t hass la + h,s3 r+3 + St + a 
+ ho — fo) + hss(f; FT fral + ERS + hf Faa TD t 


La seconda parte di questa somma non supera, in valore assoluto, il pro- 
dotto di O; per %,,,-4-7,,0-+-«-+-+%,=%;. Dunque 


Gata ty ’ TET + pis ’ 
dove i > , 
T eS ARE IPS 


Ne segue 


, ” , " Ù "” ’ "n 
Tr a Ta“ = Pa’ rT p “ 3 | Tis Tos Ta | È Wa | Wa . 


n 
Ora, poichè w’, ed w’, tendono a zero quando tutti gli intervalli parziali 
tendono ad annullarsi, anche 7, — T’, tende a żero, e però non può Ts, ten- 
dere ad un limite senza che 7’, tenda allo stesso limite ; 


c) Vogliamo inoltre dimostrare che 7, tende necessariamente ad un 
limite quando è, tende a zero. Dato e positivo e piccolo quanto si vuole, si 
può trovare un numero è, tale che, quando gli intervalli % siano tutti mi- 
nori di è, si abbia w,<e. Possiamo supporre che, crescendo n, gli inter- 
valli % finiscano per mantenersi costantemente inferiori a È, e diventino 
una volta hi sh, hi ed un’altra hi hrs ha Sieno T, e Tpu i cor- 


n'? 
rispondenti valori di 7,, ed ©,,,60, quelli di w. È chiaro che a queste 
somme si possono applicare le considerazioni fatte precedentemente per le 
t et”, e scrivere 

|T — Tato | Sn + Wu <2E , 


per ogni coppia di valori di w’ ed n”, superiori ad un certo numero. Dun- 
que *) 7, tende ad un limite finito; 

d) Ci resta soltanto da far vedere che, quando la somma w, tende a 
zero per un determinato modo di spezzare (a,b) in parti infinitesime, essa 
tende a zero per qualunque altro modo di divisione. Se, per una data divi- 
sione in intervalli his hse hys si ha limw,=0, si può, dato e, sup- 


*)« Analisi algebrica » p. 97. 
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porre che w’, sia già stato reso inferiore ad £; poi, in un altro modo di di- 
visione, si può sempre supporre che gli intervalli parziali #7,%,,... , hy 
siano già diventati minori di Z, chiamando n un altro numero positivo , 


arbitrariamente piccolo. Ciò premesso, consideriamo la divisione in inter- 
valli X,,%3,...,%,, ottenuta mercè i punti delle due divisioni. Si ha 


kO; == MAO., “+ hg aa + ha sr ser + h,0, 
* h,..(0; Sii. Ri.) “È h,43(0, Das Cia F OD: + h(0,— 0,) ? 
ovvero, osservando che 0,.,,,0,,,,...,0, non superano O;, 


hO; 2 h VU a h,.30,.3+ ida + 4,0, ; 


«= r+ 
oi, sommando, w ,2w,. D'altra parte si consideri w”,. Questa somma 
n n n 


ha in comune con w, tutti i termini corrispondenti ad intervalli 4", nell’ in- 
terno dei quali non cadono punti della prima divisione. Gli altri termini di 
w”, sono in numero minore di »', appunto perchè corrispondono ad inter- 


valli k”, in ciascuno dei quali cade almeno uno degli n'— 1 punti della pri- 
ma divisione; e poichè ciascuno dei detti termini è inferiore al prodotto di 
n:n’ per un’oscillazione, che certamente non supera l’ oscillazione totale O 
di f(x) in (a,b), la loro somma è inferiore ad nO. Dunque 


w, Lo, HO , eperò w,<w,+n0<e+n0 . 


Se gli intervalli continuano ad impicciolire, l’ultima disuguaglianza non cessa 
di esser vera, vale a dire che w”, diventa e resta inferiore alla quantità 


e+ m0O, arbitrariamente piccola. Dunque lim w, =0. 


7. Vi è un mezzo assai semplice per constatare l’ integrabilità d'una 
funzione /(x), in base al criterio precedentemente dimostrato. Dato un nu- 
mero positivo £, sia 7, la somma di quelli, fra gli intervalli %,,%3,...,,; 
nei quali l'oscillazione di f(x) supera e. L’oscillazione di f(x) in ciascuno 
di questi intervalli non supera l'oscillazione totale O, e negli altri inter- 
valli parziali, la cui somma è b—a—l„, essa non supera e. Dunque 


w, Æ (0 — £) l}, + (—a)e $ 


Se lim 7, =0 per ogni £, si può, dato un numero positivo m, piccolo quanto 
si vuole, prendere (D—a)e='/,m, determinare la corrispondente somma L,,, 
e far crescere n finchè sia e resti 07,</'/,m. Allora sarà pure w, <%; 
quindi limw,=0. Reciprocamente, quando è soddisfatta questa condizione, 
siccome si ha w,> el,, è limZ,=0 per ciascun valore di e; vale a dire che 
sì potrà, per ogni numero positivo n, far crescere abbastanza il numero degli 
intervalli parziali affinchè finisca per essere Z,<m. Adunque per Vintegra- 
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bilità d una funzione occorre e basta che, per ogni coppia di numeri posi- 
tivi e ed n, arbitrariamente piccoli, si riesca a spezzare l'intervallo d’ in- 
tegrazione in guisa che la somma degli intervalli parziali, nei quali l'oscil- 
lazione della funzione supera £, sia minore di m. 


8. Se, per esempio, f(x) è continua, il teorema di Cantor ci dice che 
si può, dato e, rendere gli intervalli %,,%,,...,%, sufficientemente piccoli 
perchè ¿n tutti l'oscillazione di f(x) sia minore di e; ed allora si avrà 
1,=0. Dunque ogni funzione continua è integrabile. Ma è chiaro che anche 
le funzioni discontinue possono essere integrabili : tali sono, per esempio, le 
funzioni generalmente continue (1,22, a), giacchè i punti di discontinuità, 
in numero finito, si possono chiudere in intervalli arbitrariamente piccoli. 
Integrabili sono anche le funzioni con infinite discontinuità, tutte le volte 
che i punti intorno ai quali cadono infiniti punti di discontinuità, nell’inter- 
vallo d’integrazione, sono in numero finito. Infatti, isolando prima questi 
punti in intervalli piccoli quanto si vuole, restano altri punti di divisione, in 
numero finito, i quali si possono chiudere alla loro volta in intervalli arbitra- 
riamente piccoli; e la somma di tutti questi intervalli (i soli che possano 
contribuire alla formazione di /,) è piccola quanto si vuole. In parecchi al- 
tri casi *) una funzione è integrabile malgrado le infinite discontinuità che 
può presentare lungo l'intervallo d'integrazione; ed è facile *) dimostrare 
che delle sole funzioni totalmente discontinue si può dire che non sono mai 
integrabili, perchè, prendendo e sufficientemente piccolo, vi sarà sempre 
almeno un intervallo infinitesimo, in cui l'oscillazione si manterrà maggiore 
di e. Ad ogni modo si vede che, se la continuità è condizione sufficiente per 
l’integrabilità, essa non è necessaria. Invece si sa (II, 2, d,e) che la 
continuità è condizione necessaria per la derivabilità, ma non è suf- 
ficiente. Adunque il campo delle funzioni integrabili include quello delle 
funzioni derivabili, ed è assai più esteso. Nondimeno l’integrazione è un’ope- 
razione di gran lunga più difficile, praticamente, della derivazione; e, men- 
tre si hanno regole generali per derivare qualunque funzione data, non si 
conoscono, per integrare, se non alcuni piccoli espedienti, i quali tuttavia 
sono largamente sufficienti per le integrazioni che occorrono nella prati- 
ca, ed abilmente adoperati conducono a risultati importantissimi anche 
nell'alta Matematica. 


Regole d’integrazione. 


9. Integrazione diretta. La regola che prima si presenta per cal- 
colare un integrale è quella che risulta immediatamente dalla definizione 
stessa, ed il modo più naturale di applicarla consiste nel dividere in v parti 
uguali % l’ intervallo d’integrazione (dimodochè sia nh =b — a), prendendo 


*) Dini « Fondamenti , ecc. » (pp. 245-249). 
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per ciascun intervallo parziale il valore della funzione in uno degli estremi : 


fi (0) Ax =limh | f(a +h) + a+ 2h) + /(a +31) +-+ /(a+-nh)} . (4) 


Ma altri modi di divisione si possono immaginare, che riescono talvolta più 
convenienti. Per esempio, se a> 0, si potrà porre ag"=d (con q>1 ten- 
dente ad 1 per n infinito), e si avrà 


fi [(x)dx=lima(q— 1) } f(a) +a) + rla) t'r (ag"™')} . (5) 


10. Esempii: a) Se /(2)= e”, si ha, applicando la (4), 


feda=imh le bet... tbe")=(e"— I)lim- S 


eai] 


TT 


o 


In forma indefinita feda =e” +C. 
b) Ecco un caso in cui è più utile la (5): 


dæ WE & 
— z= li — a li VE )= AE 
f x cnaig 1) im” ( a ] log a 


Analogamente si ha 


Ga 


PE, > OY EE 2 i 
frograo= rima aq™')log(aq*) 


O 


l 
=v log v — aloga — (x—a)lim 7179 (080 l)—-a(loga— 1). 
In forma indefinita 
da 
faz roga 46 3 fanai = 0 i 


c) Il calcolo precedente non è più applicabile quando a=0; ma dal risul- 
tato ottenuto si deduce subito, ricordando ($ 5) la necessaria continuità delle fun- 
zioni integrali, 

fieras = g (logg —1)— lima (loga — 1) = x (logx —1) . 
0 

A ciò si perviene immediatamente se si adotta il modo di divisione (4), giacchè 

(III, 18,0) si ha 
frogean=lim hlog(n!h”)= lim Z (nign —n+ vH nlog Z) =e (loge — DU 
“> iù a 

tlar 
d) Facile è il calcolo dell’integrale { log senædæ quando si conosce la for- 
0 
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mola *) 
2 T (n—l)r Vn 
sme aT apl Pi - gr rst == (6) 
Infatti, posto nh =t+/ m, si trova 
‘Jar n s 
fiogsenzae=rimh10g 3 — =$ limlog ti „= — 1n log? . 
e = 1=- 
0 p-? 


Quanto alla (6) si può, per dimostrarla, partire dall’ identità 


(x — l)(x— w) (r — w°)... (£ --wW t) =ar — l, 


2 2 Te 
in cui w= cos Ly isen, ed osservare che si ha, per æ= 1, dopo aver diviso 
per e—1,(1—w)(1—w?)...(1— w*')=n., D'altra parte il modulo di 1 — w* 
è 2 sen | . Dunque 


T 2m 3n (n—l)r n m 
son — son — són — ...s@n——— =. 
n n n n gni 


Da questa formola si deduce la (6) osservando che al primo membro si può anche 
dar la forma 


T (n—l)r (n_-2)m . . (n— r oT 
«sen zo sei — —- 2sen SE o "ani . ++2sen = si sen 5z 
2 —l 
=g" (sen > sen 55 ns. so aE) ; 


e che il primo membro di (6) è per necessità positivo. 


e) Per calcolare feta dividiamo l’ intervallo (æ , œ) in intervalli tutti 


0 
uguali ad h, e cerchiamo di calcolare il limite p(@) di 


hle? £ e (22h)? Ae gmi I seseo ) 


2 
per A tendente a zero. Posto e™™ 


formola (III, 24, d) 
üm VIS gaH HHV. 


=q , è facile calcolare p(0) servendosi della 


Si ha infatti 
h 
p(0)=limh(9+94+9°+--.)='/Nrlim__—_=",V7. 
h=0 di ‘re, 
—e 
Ora, poichè a A a è chiaro che 
yg i 
0<p(2)<p(0)e™" , limp(2)=0 
e però, ricordando ciò che si è detto innanzi ($ 4, d), si può affermare che 
vee ica 
f: ” de= tla Va . 
i 0 


*) Perla dimostrazione di varie interessanti formole, analoghe a questa, vedi il « Lehrbuch 
der Algebra » di Weber (t. I, p. 424, e seguenti). 
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f) Similmente, per calcolare / o da, bisogna sapere (I,4,/) che si ha 
e 0 x e 


senk4-!/,sen2h1+4-!/,sen3h+..... S alt= A), 
purchè A, positivo, sia minore di 2r. Ne segue subito 
vo Y h 
f 2° dg =lim i 
t g h 2 


Si noti che si ha pure 


sen?a: see i ac 
f 7 de=lim- (senh + */,sen"2A + t/asen° 8R +. +++) 


= lim (sen 2h + */, sen 4% + */, sen 6h + sesso ) a 
quindi 
sen?x . T_-2hA_n 
Jr a 


0 
g) Proponiamoci ora di calcolare l’ importante integrale (È atie da ; che 


. . . . . . 0 . . . p 
si chiama integrale euleriano di seconda specie: il suo valore è il limite, per A 
tendente a zero, di 


RE lt a i dea i cid Sint SET DE 


cioè, ponendo e™™=q, e richiamando un precedente risultato (III, 24,9), 


h p 
imAP(1P-tg + 247'92 43eg ene) (pli = 
imate Hgg = liha) =r . 

Dunque A > 
f eraro ; 
o 


h) Dalla nota *) proprietà T (%) D (1 — æ) =nm:senma si deduce, tenendo 
conto della formola (7), 


aa E 


n n È 
T 2n n—l)r n 
TE Lio DI K 
n n n 


come, del resto, si può anche direttamente dedurre dalla definizione stessa della 
funzione I. Ciò premesso, si ha 


lim% logI"(4)F (24)... P(27)=lim 2 {(n—1)logW/2r —ogVa} A 


e per conseguenza I 


fos la)de =log V 2r . 


*) « Analisi algebrica » p. 485. 
33 
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Ora si può, seguendo Lerch, calcolare, più generalmente, il medesimo integrale 
fra i limiti p e p +1. Designiamone il valore con /(p), ed osserviamo che 


pH Ab 
rw=f —f » f'(p)=logl (p -+ 1)— logT (p) = logp. . 


Ne segue, in virtù d'un risultato precedente, f(p) = p(logp — 1) + /(0), e si 
giunge così alla formola di Raabe 
petit 
fiero dx = plogp — p+ log 2r . 
“p 

11. Integrazione immediata. Il metodo indicato e svolto nei pa- 
ragrafi precedenti è, nella maggior parte dei casi, praticamente inattuabi- 
le, in quanto che ci manda incontro a difficoltà (ricerche di somme), per su- 
perare le quali occorre appunto *) la conoscenza della funzione primitiva F 
della funzione f da integrare. I vantaggi che sembra presentare la doppia 
arbitrarietà del modo di spezzare l'intervallo d’ integrazione in parti infini- 
tesime, e della scelta dei valori della funzione, sono puramente illusorii. In- 
fatti, qualunque legge si segua per la divisione dell’ intervallo, è ovvio che 
il miglior modo di scegliere i valori di f consisterebbe proprio nel prendere, 
per ciascun intervallo parziale, quel valore di f, il cui prodotto per la gran- 
dezza dell'intervallo è uguale all’ incremento che subisce F da un estremo 
all’altro dell’ intervallo stesso, giacchè in tal modo la somma di cui si do- 
vrebbe cercare il limite risulterebbe immediatamente uguale al_valore del- 
l'integrale. Con ciò si vede che quel metodo, per l’ eccessiva generalità sua, 
non ci fornisce un mezzo preciso per vincere la difficoltà essenziale, che ri- 
siede appunto nella conoscenza della funzione primitiva F. Miglior consi- 
glio è dunque affidarsi alle conoscenze già acquistate nel calcolo delle deri- 
vate, e scrivere immediatamente 


Va & 
fru= 2+0 : — =loga +0 F [en ia aR 


Fi loga 
» da 
de= Lia la =— R -= 
fa x= seng + feza cosg -+C Je tga +C, 


da da 


poi, tenendo sempre presenti i valori di questi otto integrali, cercare di ri- 
durre ad essi, con opportuni artificii, tutti gli altri che si ha l'occasione di 
incontrare nella pratica del calcolo. 


12. Esempii : a) Spesso s’ incontrano integrali della forma 


“du 
J 7 108440 . 


+) « Analisi algebrica» p. 287, 
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Per esempio 


d 
aar oi — logeose-+-C=log—- 5 


COST COST 


dig 
Li 
e fj Perla = LS A T -C , 
SE ; x 2 
sen © cos & 83 


ra PA; ie) de =2—log(l +e" aaa 


5) Sono anche on gli peo della forma 


Il 


—2Vu+4C . 
ji 
Per esempio 
d rice 
“R = VIZ 4C , 
sa 
l "14 » REST 
Sy u= = er uni (rar —— = arcseng —V 1—14 C. 
0. A A E Tr 


Similmente, se si osserva che Di 1/,u*4+C, si ottengono i risultati 
arcsen g 
Vl=r? 


c) Altri esercizii: 


f A 1 COS"E ay da 
te'eda = = f- = 
cos?x cos*r 


Scostede='/1S(1-4-cos2a)de ='/,2-+'/2Scos2xda ='/,(2 +-senecose) +C. 


arc tgx 


142? 


da='/,(arctga)? + C ; 


de='/,(aresena)? +C , J 


dz =tgx—s +C , 


Più generalmente, fondandosi sulla formola di trigonometria 
cosmg cosng ='/,(cos(m—n)x + cos(m-+n)z) , 


si può calcolare qualunque integrale della forma fcosax,cosBæ.cosyæ...dæ. Per 
esempio, dato a calcolare Scoswcos2a cos3eda, si ha 


cosg cos2x ='/,(cose + cos3x) ; 
quindi 
cosg cos2r cos 3g == +/, (1 -+ cos2x + cos 4g -+ cos6x) ; 
finalmente 


cos x cos 2g cos3x da == +|, (æ + +/asen2x + +/, sen 4x 4 t/sen6x) +C . 
l4 2 6 


13. Integrazione per sostituzione. Per calcolare Sade è spes- 
so conveniente assumere un’ altra variabile t= ọ(x). Se da questa rela- 
zione si può ricavare æ% = ẹ (t), dimodochè de=y(t)dt, è chiaro che 


Silejde=f KAY Ad , 


www.rcin.org.pl 


— 260 —. 
e può darsi che questo secondo integrale sia più facile a calcolare. Se la 
prima integrazione si estende fra i limiti a e b, la seconda dovrà estendersi 
da @(a) a 9(0), purchè ¢ varii, fra questi limiti, sempre in un senso, e si 
mantenga continua, nel qual caso si potrà evidentemente scrivere 

Qu) 
fre ea F(i)dt , (8) 
tpo) 

rappresentando, per brevità, con F(t) la funzione f(ẹ¢(t))y'(t). Se, invece, 
mentre æ varia sempre in un senso da a fino a b, # varia prima in un senso 
fino ad #=c,, poi in senso. opposto fino ad 2=c,, ecc., bisogna scindere 
la seconda integrazione in due o più integrazioni, estese ad intervalli, in 
ciascuno dei quali sia soddisfatta la condizione che # varia, con continuità, 
sempre in.un senso; e si avrà 


b Qie) P(C3) 
[rara = F (Dat fr, Qd+--. A 
"a i pia) s ọ(c,) 


chiamando F,(t) la F(#), calcolata in base all'espressione ọ,(t) di x nel- 
l’ intervallo (a ,c,), come F, (t) è calcolata in base all'espressione w,(#) di x 
in (c,,€,), e così via. Per esempio, se #, nel variare di x da a fino a b, par- 
tendo dal valore æ= (4) ritorna a questo valore a= (0) passando (ne- 
cessariamente) per un minimo o per un massimo B= g(c), è chiaro che i va- 
lori di x nell'intervallo (a,c) saranno rappresentati da una funzione w, (¢), 
e da un’altra funzione %,(t) nell’ intervallo (c,8), giacchè ad ogni valore di 
t, compreso fra a e B, debbono corrispondere due valori di x. Ne segue 


b B 2 B 
froaz= [ru [Fou froo) 
“a () “g “a 


mentre, se non si avesse cura di fare questa osservazione, si potrebbe essere 
condotti ad affermare erroneamente che l’ integrale è nullo, perchè | = 0. 


æ 
Ciò valga a mostrare la necessità, quando si vogliono stabilire i limiti della 
. nuova integrazione, di studiare attentamente il modo di variare della nuova 
variabile. Se poi questa avesse discontinuità, per esempio una discontinuità 
ordinaria nel punto =c, è chiaro che si dovrebbe scrivere 
g(e-0) go) p) @(c+0) 
froran= frou fa F (¿)dt= rodi Pear | 

ga) ®(c+0) ‘ ga) " p(c-0) 
Ciò accade, in particolare, quando (x), cambiando segno, diventa infinita 
per =c, nel qual caso si ha 


to 


(0) 
fra de = leur F(#)dt, 


“ga Fo 
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pervenendo così ad un valore generalmente diverso da quello che si otter- 
rebbe applicando ciecamente la (8), giacchè ne differisce per 


F(L0%)—F(Fe), 
se F(#) è l'integrale indefinito di F(t) dé. 


14. Esempii: a) Ponendo successivamente æ =at, a:4,a(1--t),log#, si 
calcolano i seguenti integrali: 


‘nta 7 fifa gmet L arctg © +C, 


d l dt 1 1 
cateto =+ arccost + C=+— arccos +0, 
aVa?— a? a Vi=* a a È 

uH 


3 dt P aw: 
ff -=trarccost+-C=tarccos +C, 
J Var — a* VI-# SA 


da dt x t 
Sana rete Otet. 


Nel penultimo esempio si debbono prendere i segni superiori o i segni inferiori 
secondo che a è positivo o negativo. Lo stesso si deve fare nel precedente, se- 
condo che si vuole estendere l'integrazione a valori positivi o a valori negativi di 
x; e.del resto dall'uno all’altro di questi casi si passa cambiando œ in —@, ed 
osservando che arccos(— x) = m —arccosæ. Il doppio segno si deve ai radicali 
quadratici, perchè questi si suppongono presi sempre col segno +- , sicchè, per 


esempio, si ha Vea = læl Vc, e non Vea=aVe 
b) Mercè la sostituzione æ = così si calcolano questi altri integrali: 
[V u= — 2 feos £as = — (0 + sen) + C=arcsen æ — VIZ 4C , 
(9 = 
yı l1—atde= — fsen?6d6=—'/,(9 — sen cos 0) + C = */, (arc sen æ + æVI— a) +0 


e 


x? J AEREE 
A n= ge =— f: cos*0 dO = — '/,(0 + sen0 cos0) + C= t/(arcsene — aV 1 =a) + 0 . 


Foa: 


d 
c) Per calcolare f DE S può porre æ = cot0: l'integrale si trasfor- 
LI 


VI+ a 
ma in 
dð 1 + così 
rea = logoot <- -C= log AEDn Bh . 
Dunque 
d 
—_ =logle+VI+Fa8) +0. 
t V1-+ a? 
da 


- d) Proponiamoci di calcolare f =n 
VI+2—-V1—- a 


» Moltiplicando nu- ` 
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meratore e denominatore per A +a*+V1—a?, l integrale si trasforma in 


renza fra aaa hA 


Di questi quattro integrali il primo ed il secondo si trasformano, mercè la sostitu- i 
zione e=1:?, in 


td et 
3 57 e MAN sì — VATI n e e E E 


nur 


il terzo è stato calcolato precedentemente, ed il quarto vale are seng +c". Dunque 


da 1 sni iù BE 
AE io — (PILL I — Yi t/.log(2 + V1 4a) —1/arei È 
Di 5,0 +e +V1—a*)4-'/log(x +V1-4+2°) —'/2aresen a -+C 
e) Per calcolare SPARSO co PPS si ponga 
Pong 
` J Vè — a) 0-2) 


(2° — a?) : sen? = (b? — x?) : cos? 0 = b? — a? 
dimodochè 


a*=a*cos?0 + b*sen?9 , xedae=(0° — a*)sendcos0dì . 


L'integrale dato si trasforma in S40, e però 
d i ai I 
fre ce) Seas 
(x° — a?) (8 — x°) pa 


f) Il calcolo di f o 


asen æ + bcosx 


si esegue rapidamente ponendo 


a:cosa =b:sena = Vap b . 
L’ integrale diventa i 


1 dæ ' 
e IR a a — logtg'/,(2-+-a) +C ; 


poi, sostituendo ad æ il suo valore arctg(d:a), si trova 


F de 1 CE MS — acosa + dsena +-Va? + +8? 
a 


sena + bcos — Vapi >° —— aseng4-bcosæ 


+ GA; 


g) Assumendo come variabile d'integrazione tgæ o tS si calcolano i 
seguenti integrali : 


f n SANE ($ tg ) UO: 
a? sen? w + B'costa — ab ti R 


f dx 2 ua ves x 0 

tr ————— = _e A —— te — 

J at beosa Va — 3 6 a+b 85)+ 
DA 1l lo b +acosæ + 8° — asen 
A Vi — a e a+ beoso 


40 


Www.rcin.org.pl 


dc 


Dall’una all’altra forma del secondo integrale si passa facilmente mediante le note 
(III, 15, e) relazioni 


She æj 
sa = 2i t i 
arctga= DI Lion Gt» logæ = 2i arc sli Ta): (9) 
da 
h) Per calcolare den supponiamo prima g>'/,p*, e facciamo 
) TANPE E aL p K 


s-t p= VI —"], r, dimodochè 


dæ=Vq—'| pdt , 2° +per +q= (0+ 'hp) +H a—hPSa hL) . 
Si ottiene subito 


o l i) 
(ai En arog £T AP Lo 3 
ARPER I Voa o Naa 


Invece, se q<+/;, p°, si ponga æ ++/,p =t */ p> — q. L'integrale dato si tras- 


forma in 
dt dt > dt t— 1l 
21 Pic AID bc uea] Dop TTA 
pa Lera ft WE ptt) 


diviso per V'/,p° — g. Dunque 
fan Sgt lip Vilb=g0. 
d+prta 2V, P—q e+p +V 
Del resto le due forme dell’ integrale si equivalgono in virtù delle (9). 
i) Quasi senza calcolo si determinano i valori degli integrali 


2 T 1 lo n 
fit eda , foste dx 
LS e 


0 0 


se si osserva che ciascuno di essi si cambia nell’altro quando ad « si sostituisce 


1|, — æ, e che la loro somma è Sarge Il comune valore dei due integrali 
è dunque ‘/,7. "o Alar 

J) In modo analogo si riesce a determinare l'integrale, logsenedr, già 
calcolato precedentemente. Si ha 7 


ilam ! om lat 
frogsnzar= logcoseda =+); 106 Gone cosa)ae > 
to 


t e 
0 0 


cioè, cambiando w in '/,& nell’ultimo integrale, 


tlar Ve at 
frogsenzan= tI, POE a)do = —!/,mlog2+ 1], frogsenea . 
n 0 “o 7 0 
pat 
Se poi, cambiando œ in m — «, si osserva chef oganede= i Jiogen ædæ, si 
può anche scrivere ran 


at [ot 
fiogsenede= — '/,mlog2+4+-'/, ffogsenedi i 
$ . % : 
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d'onde si trae 


ilar 
fioesnsas= — !/,rlog2 . 
0 
k) Similmente si ha, mercè il cambiamento di œ in 1— s, 
i 


1 x 1 1 
fis Ma)de= f logr(l— x)dæ = '/; fig = dæ ='| logn —'/, frog sen ng da. 
o 0 “o È 


0 


L'ultimo integrale, se vi si pone mx =b, diventa 


T 9 ilar 
a a an dðì= 2 fiogseno d0 = — log2 . 
Dunque £ 
si 
J TE AAPINEN Tor 


0 
1) È facile porre la funzione di Kronecker (I, 4, d) sotto forma d'in- 
tegrale definito. Infatti, se si cambia æ in Æ kæ, secondo che k è positivo o ne- 


gativo, si ottiene 
Do o 
seng senka 
= da=% f dæ ; 
e è x x 


e poichè, per k= 0, il secondo integrale è nullo, si vede che 


ESRI 2 farle R 
Te ® 
0 


In modo analogo si dimostra che 


EAR F AE 
[k] aa KS 
T x 
0 


m) Per mostrare come si debba andar cauti, quando si cambia la variabile 
d’ integrazione, nel fissare i nuovi limiti, osserviamo che, se si tenesse conto unica- 
mente dei valori estremi della nuova variabile, si correrebbe il rischio di perve- 
nire a risultati assurdi come questo: 


IE 
È da zf AE To i 
JARS. Loi. 
Sì + di lt 1 


Evidentemente il valore dell’integrale è arctgl — arctg (— 1)=+/m. L'errore 
l i 
sta in ciò che, quando si cambia æ in Si l'intervallo (— 1,1) non si trasforma 


in sè stesso, sì bene in (— 1 , — 0) + di , 1), dimodochè si ha 
fa 
l 
[Tra -f= l Ha = 
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quindi, cambiando anche œ in — nel primo dei due integrali del secondo 


membro, 
1 dæ iy dæ =2(3 T\_© 
Lea liga 3-3)33 


n) Quando si presenta un integrale della forma 


ra i 
o (x)dæ 
SJEO SR 
si è naturalmente condotti ad assumere come nuova variabile ¿= ọ(œ). Così, pur- 
chè (x) si mantenga finita e continua in (a,b), si ha subito, come valore del- 
l’ integrale, 
KI) dt 


14? 


“Giay 
ma, quando ọ(æ) soffre discontinuità fra i limiti dell’ integrazione, bisogna ricor- 
darsi delle osservazioni fatte in fine del precedente paragrafo. Se , per esempio, in 
un scl punto c, fra a e 5, la funzione @ cambia segno passando per l’ infinito, 
l’ integrale proposto si scinde in 


=arctgo(b)— arctg o(a) ; 


datatgi- darctgt 
$ (a) + w% 


=(+ t/n —arctgo(a)) -+ (arctgo (b)+ t/n) = arc tge (b)— arctg la) tr; 


e però, più generalmente, se nel crescere continuo di æ da a fino a è accade che 
@(a) diventa infinita A volte passando dal positivo al negativo, e &' volte pas- 
sando dal negativo al positivo, si ha 


gdo _ | 
S EEPO Otea) s 


o) Nel medesimo tipo (10) si può far rientrare l’ integrale 


giacchè la funzione ọ (x)= œ— [x] ha la derivata ọ'(x)= 1, esclusa la sinistra 
di ciascun valore intero.di æ, dove cessa la continuità di 9. A tali discontinuità 
si deve se, per 221, il valore dell’integrale non è arc tg(@ — [@]), come si 
può facilmente constatare scrivendo 


e da pi T av da ih È da 
Sen Fe- ePT i Jie $ Fea 
fel QI gi 
= E [itf parare) + la] 


34 
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p) Se per tentare il calcolo dell’ integrale ii a”da si pensa alla sostitu- 
0 


1 


zione a" = e, bisogna prima osservare che, quando œ va da 0 ad 1, # cresce 


l 1 
da 0 ad z (valore che raggiunge per z=7) ma va poi decrescendo fino a 0. 
A ciascun valore di #, fra 0 ed 3* corrispondono dunque nell’intervallo (0,1) 


l l 
due valori di æ, uno æ’ fra 0 ed pal l’altro æ” fra T ed 1. Ciò premesso, ri- 


cordando le osservazioni fatte nel paragrafo precedente, si vede che l’ integrale 


proposto si trasforma in 
£ 
PAi a nA x 
—,, dt . 
f p ty — z) 
0 


Per continuare il calcolo bisogna saper determinare œ in funzione di #, distin- 
guendo æ’ da æ”, per la qual cosa occorrono sviluppi in serie; ma con questi. si 
entra nel dominio d’un altro procedimento di calcolo, che sarà svolto in ultimo, e 
che d’altronde ci condurrà per una via più breve al valore dell’integrale proposto. 


15. Integrazione per parti. Siano u e v due funzioni di x. Dalla 
formola duv=wdv-+vdu si deduce, integrando, 


Sudov=uv—fSvdu . 


Questa formola permette di calcolare Sudv quando è noto fvdu: ciò si chia- 
ma entegrare per parti. Proposta un'integrazione, si può in infiniti modi 
porre la funzione da integrare sotto la forma f(x)=@(2)%(x) in guisa che 
4(x)dx sia il differenziale d'una funzione nota v; ma bisogna aver cura di 
scegliere (x) in modo che l'integrazione di v9'(2)dx si presenti più facile 
di quella di f(x) dx. 


16. Esempii: a) Si calcola facilmente l’ integrale Time — dA scrivendolo 
sotto la forma 


+ LE na pe 
Paa jP 4 flavia Mie fr 


Ho hi 


ER, rA TASH 
{a5 "do =— sd ia nd 7 
e w Pe 6. 


“An Similmente 


quindi 


fa ie Pa dyt VEE anonn) d i 
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c) Per calcolare gli integrali 
fsenlogadea , Scoslogeda , 
si noti che l’ integrazione per parti, applicata ad entrambi, dà 
Ssenlogada=asenloga—Scoslogade , fcoslogade=acosloga +Ssenlogeda , 


d’onde si trae 
Ssenlogade= 5 (senloga — cosloga) +C , fcoslogade= < (senlogæ + coslogæ)+0C. 


d) Similmente, l'integrazione per parti , applicata agli integrali 
Jesensdæe , fecosede 
dà 
fesenede=— e*cosne+fe"cosnde , fecosædae= e sen x —Se"senada ; 
quindi 
Sesenzdæ =t], "(senz — cosa) +C , Secosæde ='/, e" (seng + cosa) +C . 


Del resto questi integrali non differiscono sostanzialmente dai precedenti, ai quali 
si riducono infatti mercè la sostituzione œ = log t. 
e) Analogamente si ha 


J cosæde= S cosxdsengz=sengcosx+a— f costædæ=!/ (æ-4+sengcosa) +C , 
J ecosædæ = f ædsens = seno — f sene dæ = ssens +cose+C, 
Sesenada =f æd (— cosa) = — acosæ + 2f xcosæde =2xsena + (2 — at)cosæ +C , 
Sa"cosede=a"sena—nS a" 'sengdæ—=a"senx 4na" 'cosæw—n(n—l)S a cosaæadae , ece. 


dae ce VANI 
feet ydo =æ arctg x -|E = rarctge -- log VI +ae+C, 


E 


*arcsenz A — —; 
AMT odo= arcsengd(— V1 — a?) =— V1 — æ arcsenz Hwt C , 


c Via? t 


ha e al 1 o” 1 
£1 loe ede = eaxd—-—=—loga—— fe 'dæ=— {1 arnesi 
J loge dæ | log sd- x 198 fe da 2 (loga ELE 


LI 


Slog(a+-VI-+a*)dv=zlog(x+VI+2)—Vi+2*+0, 
Slog(Vi=x+V1+a)de=xlog(VI=x+V1+@)+aresena—a+C . 


f) Quando si sa (§ 10, f; 14, 2) che l'integrale farti vale '/,7, se 


x 
. . . 0 
ne deduce subito, integrando per parti, 


Eo] A (o) 1 r p ® È 
sen æ sen°a sen?a 
f z l% = senva ( — =)=( ) a f dar! . 
e w7 t æ æ Sie x 
si 0 0 
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È 
g) Proponiamoci di calcolare Í a"log"x.da, nell’ ipotesi che sia m`>—1 


0 
ed n intero, non negativo. Integrando per parti si ha 


m log”x dæ = È log” ian È moniga 
< = gra eee AT (e gi." E eda. 
x" log ædaæ 1108 @ ije g 


È chiaro che, per m> — 1 ed 250, il prodotto @”*log"x, nullo per v =1 , 
tende ad annullarsi alla destra di 0. Dunque 


n i n(n— l) ' 
Jesam- È pfo eame, ) a"log"?ede=..è , 


e finalmente 


o I N 
fe log ode= CALA fa da= ap (11) 


æ 
h) Dato a calcolare f a"e”“da per n intero, non negativo, si scriva suc- 


0 
cessivamente, integrando per parti, 
fare "d= (ae) + n [ean =n(n—!l) farro ei se 
e LE 
0 (U 0 


dopo avere osservato (II, 31, 4a) che, per n> 0, 


Gepa a mÀ 
7 ALE cz EE i 


Ne segue 


faretda= n! fede =m (= (12) 
€ (cel 
o 0 


Quando è noto questo risultato è facile servirsene per calcolare l’ integrale (11) 
t 


mercè la sostituzione æ =e ”*!. Si ottiene infatti 


1 Ul 
Aa Dee Go fe sg (CD! 
Mlog'ada=-—-i | "edt = -— a 
J: n T S e S 
Del resto la formola (12) è inclusa in un’altra dimostrata ($ 10, g) precedente- 
mente, giacchè n! è il valore di T(n -+1) per v intero. © 
i) L'integrazione per parti, applicata agli integrali 


o 
a, =] a"e"?cosada , B, = fae "snede , 


n 
e 
0 0 
dà 
; o A P 
a = f: ae dseng = ("e~ seng), — foer — «")e"”seneda , 
0 


t e 


0 


Ce) (e) 
B, = f|e"ed(—cosa)=(x"e7"c08a) + fa —a")e”coseda , 
o 
0 


t c 
0 
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ossia 
A, =B, NB, 0 Da A+ NA, - (13) 
Da queste relazioni si deduce i 


A,= Ana — hann 1)A 3 3 Bn = NB — anl — l)n è 

e si ha così il mezzo di calcolare successivamente le & e le D, tenendo conto 
dei valori iniziali O, =, = Sez , Q, =0. Del resto è facile trovare i va- 
lori generali di ©, e 5, ricorrendo al seguente artificio: posto &,=A,+i3,, 
dove #*==1, le (13) danno #,=‘/2(14+ ink,» e siccome k, è appunto uguale 
ad '/,(14-?), si ha í 

sonel AE T in 
a,=n(11°) =n!() Se le. 
vata 


l ! 
n) e A son (2E n). 


nt 4 
2 


ne1 


Dunque 


I 
Ch n cos (2 


1/a n 
J) Ad interessanti risultati conduce il calcolo dell’integrale fsenta.ar. 
L’ integrazione per parti dà ‘o 
1a T dijar i 1/ar 
foon"oäa = f sen™tæd(— cose) = (n — 1) f sen™?x cos? daæ 
e 0 0 
Ilor ilar 


=(n—1)fsen"?cde — (n— 1) f sen”xdæ , 
t l 
0 0 
d'onde si trae 
Ilor Ilam ilar 
n— l n—l)(n—3 2 
Farro dæ = —— f sen” xdg = (ae ee 9) sen" ‘eda =... . 
e n è f n(n — 2) e a 


Se n è un numero intero, positivo, si finisce per incontrare uno dei seguenti in- 


tegrali 
1/97 Vf 
da=! amw sengxdg =l , 
t e 
0 0 


secondo che n è pari o dispari; quindi 


Linee Ae e 


Milar I ieas d ta 
sen” da = (14) 
v 2.4.6...(n— 1) 


se n è dispari. 


Di qui è facile dedurre la formola di Wallis, facendo uso delle disuguaglianze 
evidenti 


1/0 ijan tlar 
sen?"*!x.de< | sen?"x.dr< f sen?"!x.da , 
l e È 
0 0 y: 


che ora si possono trasformare in queste altre: 
E A AEA 2n 1.3.5... (2n—1) m __2.4.6...(2n—2) 
DIET LRN -ET LE, Ge naer 2n 2 ©3.5.7...(2a—1) 
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Ne segue 
s-R_Ar 2n 2n RR ALII e ge | 2n 


A E iR AKTEN e. a E E 5 ie 0 


Dunque, osservando che, per n infinito, —— 
n 


a Lene e TA le o DAOA 
È questa la formola di Wallis, che non differisce dalla nota (III, 24, c) egua- 
glianza 

i e dd Va 


E E (15) 


z 


Dopo ciò è facile constatare che le due espressioni (14) tendono ad assumere la 


è T i š 
forma unica — , vale a dire che si ha 
2n 
t/a 
lim Vn f sen"e.de=V'/,r . 
n= € A ~ 


Finalmente si osservi che l eguaglianza (15) si trova qui stabilita indipendente- 
mente dalla formola di Stirling (III, 18, b) , e può, per conseguenza, servire ap- 
punto a determinare il valore della costante a in tale formola: #! =an te a, 
Infatti il primo membro di (15) è 

(2n) Vn _ V2. SE V2 


lim =— lim e °?‘ 
nzo (n!)?4" a n=% a 


Dunque a=)2r. 
k) L'integrale J,= feaa ci è noto ($ 10, e) per n=0, e si cal- 


0 
cola facilmente per n = 1, giacchè si ha 


CONT dA 26 das l 
amh fA =7 
t 
0 


Del resto, qualunque sia 7, il cambiamento di æ in Væ dà a, (EE! 
"ne 1 


Ma, supponendo ignorata questa relazione, il valore di J,, per # intero, si può 
calcolare per parti, nel seguente modo: 


r 172 æ? n—i 2,0 s= ja lira, 
PARTO W ne MET a EE E N a Ta 2,7% di IE 
Ja = NE d( e no la(2 e © a 9 fi e da Pr 9 Ins , 
e n 
0 


“o 
119353.) n— 1l 


, 860 n è pari; 


I,= 
2.4.6...(n—1) CA (16) 
e gere , se n è dispari, 
92 
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Ciò premesso, per calcolare J,, si osservi *) che l’espressione 
o 2 
Isa + 209, + a°I,_, = fatto + a) e™” da 
p 0 


è positiva per tutti i valori reali di æ, e ciò richiede che sia J,_4 Bio 5 e cioè 


I, g g 
==> y, mentre Hn, n 
ata y 


n+i sii I, ° ðJ 


= 


n 


Dunque si ha 


e per conseguenza, successivamente, 


Ve>È> Vani etaa sla =V2 , lim MEFE ; 


n= 
n 2n+1 


Basta ora sostituire le espressioni (16) nell’ ultima eguaglianza per ottenere, in 
virtù di (15), 
PIERA TOTO #4; Va 
Fonda eg: FE ) 


È poi facile constatare che le (16) tendono a confondersi, per n infinito, nell’u- 


nica forma assintotica 
J T n n 
Vla) 


17. Integrazione per serie. Se in un dato intervallo finito (a,b) 
la serie di funzioni continue 


f(a) = u(x) +e) +2) +... 


converge uniformemente, si ha 


b b b b 
4 f, f(c)da = fi u,(æ)dæ ca ua )dæ T u sjdæt 


Sappiamo infatti (III, 6) che, nelle condizioni dell’enunciato, f(s) è, 
come le u(x), una funzione continua, e per conseguenza ($ 8) integrabile, 
dimodochè, chiamato %,(x) il resto della serie data, si può scrivere 


b b b ò b 
j f f(æ)dæ = f u (æ)dæ ir f, u (sjdæ +... 1» u, (æde a Q,.(e)da . 


Ora, dato € positivo e piccolo quanto si vuole, si sa che si può trovare un 
numero tale, che per tutti i valori di n superiori a questo numero, e qua- 
lunque sia z, si abbia |9,(2)|<e. Dunque si avrà pure, immaginando spez- 


*) Stieltjes « Nouvelles Annales de Mathématiques » (1890, p. 479). 
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zato (a,b) in tanti intervalli dalle radici di 9,(2), 


b b 
J (AOL 


I9,(2)|da < (—a)e , 


Q 


e conseguentemente 
b b 


lim NI tà i frcorse= f m(ajdæ+ f uleyde +» - 


In particolare si noti che l’ integrazione termine a termine è sempre appli- 
cabile alle serie di potenze. 


18. Esempii: a) L’ integrazione per serie si può adoperare per isvolgere una 
funzione in serie di potenze, quando è noto lo sviluppo della sua derivata. Per 
esempio 


e da l 1.3.2 113:5 a 
i a case. mb A SHET vtr sia 
a LA 13 a 1.8D 
log(2+ VIT+2*)= (7a saga tag stagno 


praga. & 

purchè non sia, nei secondi membri, «*>.l. 

b) Per calcolare certi integrali definiti è spesso utile l’ integrazione per 

1 
serie. Così, per esempio, il valore (cfr. $ 14, p) di f æ” dæ si calcola rapidamente 
facendo uso dello sviluppo 0 
a log'o . a*log?x 

Lg O: E l 


Integrando, infatti, e ricordando il risultato (11), si ottiene subito 


fe suwy pfo sanS E , 


uf Podi LAB PA HH wr 


cioè 


1 
$ l l l 
fe dx =l — EET PTa A a aE 
0 
c) Inversamente si può far servire l'integrazione per serie al calcolo della 
somma di talune serie, col dare a queste la forma d’integrali definiti. Per esem- 


l l l 
pio, se si vuol conoscere la somma 1 na "See n, =- T + ..., basterà osser- 
vare che il suo valore è quello dell’ nti 
1 
dæ 2 1—20 
(l+ — a — apa.. i. sd = ale) = 
fe i= y3\ A h ava 


Dunque 
l l Il 1 l l 1 2r 


l 
S REVO ae F E a TH 
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l 


ida oe 1 l 1 l 
Similmente la somma della serie RAI A E vg T gg è data dal- 


l’ integrale 


ado PERE 
g — g p+ at — g dæ = i =(lg VELA Peano 
IL E TTT z 
e per conseguenza 
Aak l l l 1 1 l 1 T 
-n .=logf3— — . 
ora teresa vita ee 


6V3 
d) Il primo dei due risultati or ora ottenuti è incluso, per æ = t/m, nella 


nota formola (I, 22, e) 
seng + '/,sen2a+-!/,5enBa | +... =2°+[2]m CM 


che si può stabilire nello stesso modo, cioè integrando fra 0 ed 1 i due membri 
dell’eguaglianza 

sen g 
l — 2x cosa + æ? ` 
Così la somma della serie proposta, purchè si escludano i valori di æ, che annul- 
lano sena, si può esprimere nel seguente modo: 


UL ’ == 
/ pasta: ; = (aretg n a = are t(s S) Hare tg(cota) . 


1 — 2x cosa 4a seng 


sen æ -+ æsen 2a + g’sen 3a- s... = 


0 
Essa (I, 4, c) vale dunque arctg cot- , giacchè cota tg Š <1. L’ espressione 


così ottenuta non differisce dalla (17), e rappresenta la somma della serie an- 
che se æ è un multiplo dispari di m, ma non ha significato quando « è un mul- 
tiplo pari di æ, nel qual caso, come si sa, anche la (17) cessa di esser valida. 
e) Con successive integrazioni dalla (17) si deducono infinite altre formole. 
Per eseguire tali integrazioni è utile osservare che, se si pone p(@)=@—[], si 
ha (cfr. $ 14, 0) 
d p(s) 


VUCGOLGT | r(e)da + [a] Se f(2)da . (18) 


Ciò premesso, Ate del Mes membro di (17) è 


#/1 
nf (z e)ia= me) , 
0 


e 


dove con p si vuol designare brevemente (5): L’ integrale del primo mem- 
bro, fra gli stessi limiti, è 
l—cosæ , l—cos2æ 1— cos3a 


Dar: EA E 


l 
Ora, iiaii fra a i valori di queste due espressioni per p=—, si tro- 


9? 
val+ ali 4 «= Fi e poichè 
TAr: l ERT 
Meet en 
35 
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si ha pure i i 
l 1 4 l n 
Itatgt=3(1+5tat-)37 
quindi 
cosa , cos2a . cossa 


Pera. 


Con un’altra integrazione si ottiene, osservando (18), 


sena , sen?a , senda T? 
aA LTE A PA 


1 
ed in particolare, per p= T’ 


I E E N n 
Puatpoato"gpi 000 
Così proseguendo si giunge a scoprire le formole generali 


cosa , cos2a — cosda 
atta 


seng , sen?a sena Ae. i 
1? I LIRE eem ai , (p=3,5,7,...) 


p 
tetee ’ (p=2,4,6,...) 


dove s'intende che alle potenze B!, B*, B?, B‘,..., nello sviluppo di (B— p)?, deb- 
bansi sostituirei numeri *) di Bernoulli: 

Il } 1 
— ,B,=—,B.,= desta È 
2 , 2 6 3 0 3 B, 30 , 


f) Se si osserva che l'integrale 


B= 


T 

fren ma senna. da 
< 
0 


è generalmente nullo, tranne quando m =Æ n , nel qual caso il suo valore è 
Æ+ !/,m, si dimostra facilmente, dopo aver posto 


p(2)=a,senxt azsen2a+a,sen3w+... , Y(1)=d,senz-|-b,sen2u:-|-b,sen3a +. , 


che 
a,b, Fab F ab... 


> fi (M)Ua)da . 


' ; l 1 
Per esempio, se si fa a, = —,d,=—,;, e si prende come variabile d’integrazio- 
n n? 


È 3 
ne t=1—2p, dimodochè =j ots), si ottiene subito 


posa 4 if. Tí 
Itatatato=Efe-0a=t. 
0 


*) « Analisi algebrica » p. 280. 
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n 


g) Il valore (efr. $ 10, f) di lis dx si può calcolare raccogliendo tutti 


gli elementi che corrispondono ad uno stesso valore assoluto di senz, Così, preso 
x fra 0 ed t/m, per gli archi r—x,2r+x,3n—-x,4r+,... si avrà un 
valore unico del seno, e per gli archi m +g, 2r —x,3r4+«,4r—<,... si avrà 
il medesimo valore, cambiato di segno. Ne segue che l'integrale proposto si può 
scrivere nel seguente modo: 


1 1 1 1 
Pe e —— TT —-é i penna i OG d . 
JG (of tia tri Ina )sena Pi 
D'altra parte dalla nota formola *) 
1 l 1 1 1 


d 1 
ilicot—=—— —— ka ani ttt da) 
la Ria pinna gir +æ ls uo 6r-a 


th 


- si deduce, cambiando æ in m— 2, 
1 1 l l l 1l 
ET dg r “pr n) 
q_e n+ 8n-a 93dnt+a S5n_a m+ 
poi, sommando, 


1 l l 1 l l l 1 
—— — p +5; —-—_ — e.» 
+a 


sn—a npe 
had t/a 
mi LAO 
0 æ 


0 


æ 
Tege 


È facile **) porre questo calcolo al sicuro da ogni obbiezione. 
Integrazione multipla. 


19. Integrazione indefinita. Da quanto si è venuto fin qui esponen- 
do apparisce chiaro che il problema della semplice integrazione consiste, in 


fondo, nel determinare y, se si può, quando è nota la funzione = = f (Ly 
æ 


Non si ha un problema sostanzialmente nuovo se la funzione incognita di- 
pende da più variabili, come quando si vuol determinare, per esempio, una 
funzione 2 delle variabili indipendenti 2 ed y conoscendo 33/719) 
giacchè, nel prenderne la derivata parziale rispetto ad x, la 2 si considera 
come funzione della sola x, e tale si dovrà, per conseguenza, considerare 
anche nell’integrarla, vale a dire che si avrà z= Jf (x, y)dz, ‘intendendo 
che, nell’ integrazione, si deve trattare la y come costante, ed avendo per- 
ciò cura di osservare che per costante arbitraria, in questa integrazione, si 


*) «Analisi algebrica » p. 480. 
**) Vedi il « Calcolo integrale » di d'Arcais, p.198. 
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deve intendere una quantità arbitraria indipendente da x, che potrà dun- 
que dipendere da y, e propriamente sarà una funzione arbitraria di y. 
í 2 


Altrettanto dicasi della determinazione di y quando si conosce a= TEPE 


o di # quando è data, per esempio, Si = f(x,y) o qualunque altra deri- 
vata, presa sempre rispetto ad una sola variabile. Due o più integrazioni 
semplici, eseguite successivamente, condurranno in ogni caso al risultato, 
senza che vi sia nulla da aggiungere alle cose già dette. Il primo problema 
veramente nuovo che ci si presenta è la determinazione di z quando è data 
la funzione Jz 


ay T/D). (19) 


dz 
Siccome il primo membro è la derivata, rispetto ad z, di TÀ ottenuta sup- 


da 
ponendo y costante, si ha a f(@, y)da; poi, ca nuovamente, 


nell'ipotesi che x si mantenga costante, e=SdySf(x,y)dx. Considerando 
invece il primo membro di (19) come la derivata, rispetto ad y, di zp S 
ottiene z =fdef f(x, y)dy. Il comune risultato di queste coppie di succes- 
sive integrazioni semplici, fatte rispetto a variabili diverse, indipendenti fra 
loro, si chiama ¿ntegrale doppio, e si rappresenta così: 


a=SS/(c,y)dwdy . (20) 


Se in ciascuna integrazione semplice si ha cura di mettere in evidenza la 
parte arbitraria, si riconosce che, nota una particolare funzione #= F (x, y) 
soddisfacente alla (19), tutte le funzioni soddisfacenti alla medesima equa- 
zione son date dalla formola 


a=F(0,9)+9() +Y) 


dove @ e $ sono simboli di funzioni arbitrarie, indipendenti. Ciò che nel- 
l'integrazione doppia prende il posto della costante arbitraria dell’integra- 
zione semplice è dunque la somma di due funzioni arbitrarie, una della sola 
x, l’altra della sola y. 


20. Integrazione definita. Nell'integrazione definita semplice la 
limitazione imposta alla variabile si può esprimere mediante la disugua- 
glianza (e — a)(x—b) <0, che definisce appunto l intervallo (4,0); e, più 
generalmente, qualunque disuguaglianza g(2)<0 può rappresentare uno o 
più intervalli, costituenti il campo d'integrazione. Similmente, se il calcolo 
dell’ integrale (20) si esegue in guisa che le variabili x ed y, pur rima- 
nendo indipendenti l’una dall’altra, abbiano i rispettivi campi di variazione 
vincolati in modo che debba essere costantemente soddisfatta una certa dis- 


uguaglianza 
I(@,9)S0 , (21) 


il risultato (20) della doppia integrazione si dice definito, e la disuguaglianza 
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(21) definisce il campo dell’integrazione. Suppongasi, per fissare le idee, 
che, per un dato valore di #, dalla (21) si possa trarre a(2) <y<b(2), e 
che questa limitazione permetta l’esistenza di y, purchè x resti compresa 
fra certi limiti æ e B, che nei casi più ovvii sono radici dell’ equazione 
a(x)=0b(x). Allora l’ integrale (20), esteso al campo (21), va calcolato nel 


seguente modo: 
bæ) 


+ s= fi da ffiæ,v)dy (22) 


ala) 
In altri termini, se si trova che, nella supposizione di x costante, F(x,y) è 
una funzione primitiva di f(x,y), si ottiene per 2 il valore (costante) 


B 
:=f| F(#,5(a)) — F(2,a(2))} de . 


21. Esempio : Se il campo dell’ integrazione è definito dalla disuguaglianza 


x+y S <2w, si deve avere — V2e—a r— a Sy i V2x — x?, e ciò è possibile solo 
per æ compreso fra 0 e 2. Dunque l’ integrale (20), esteso al detto campo, ha 


il valore ve 
= fu fren y)dy ; 


— Py ?æ—x?2 


ma si può anche, invertendo l'ordine delle integrazioni , osservare che, fissato y, 
dev'essere 1—V1—y°<x<1-+V1—y?, e però y non può cadere fuori del- 
l'intervallo (— 1,1). Quindi 


14/122 
dy | f(e,y)da . 
_4 a E 


Ne segue che, se @(@,y) è una funzione primitiva di f(æ,y), ottenuta suppo- 
nendo costante œ, e se Y(æ, y) è un’altra funzione primitiva, ottenuta conside- 
rando invece y come costante, il valore dell’ integrale SSf(@, y)dady, esteso 
al campo «°-4+y*<2x, si può mettere sotto l'una o l’altra delle seguenti forme: 


fix (t, V2t—= t) — e(t, —V2t— t’) idt , 


firasv=n, )—4(1—V1— t, i)i dt . 


22. Poichè un integrale doppio si può considerare come il risultato del- 
l'integrazione d’un integrale, è naturale domandarsi anche come si 
esegua la derivazione d’un integrale rispetto ad una variabile, indi- 
pendente dalla variabile d’integrazione. Il rapporto incrementale della fun- 


zione eM=ffe,m è 


a 


ò ? 
ENA h, y)— f(c, 3 
eta) f etA AEM ay fritta, 
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dove 0 è compreso fra 0 ed 1. Ora, se ad ogni numero positivo e, arbitra- 
riamente piccolo, si può far corrispondere, qualunque sia y in (a,b), un 
numero è, tale che per | %|<® si abbia sempre | /(2-+7,9)—/2,2)|<8, 


è chiaro che si avrà 


M-ole) (* 
ETDI fresa <a): i 


e per conseguenza i 
lath) — el) fn 
eeen cenama KO ari I . 


Qui è utile notare che la condizione precedente è sempre soddisfatta da f/ 


g(@)=lim 


ig 


quando esiste ed è finita la sua derivata f”, giacchè mantenendosi questa, 


in valore assoluto, minore d’un certo numero p, basterà prendere |A| <e:p 
perchè sia 


Ire +h y) fele KE E+ y) <e i 


Adunque per derivare un integrale rispetto ad una variabile, indipendente 
dalla variabile d’ integrazione, basta derivare la funzione sottoposta allin- 
fegrazione. Se poi i limiti a e b sono funzioni di x, la derivata si ottiene 
considerando 9 come una funzione composta (IV,4), ed osservando che la 
derivata d’un integrale rispetto ad un suo limite è la funzione integranda, 
calcolata nel detto limite, e presa col suo segno o col segno opposto secondo 
che si tratta del limite superiore o del limite inferiore. In tal modo si ot- 
tiene subito 


b 
P@=I 9) afle) fre, . 


23. Ciò premesso, tornando all'integrazione, supponiamo nuovamente & 
e b costanti, e proponiamoci di trovar l'integrale, fra i limiti « e B, del- 
l’ integrale 9 (x). Evidentemente, posto 


pen) = fre, pae ’ F= fpe , 


si ha 
b b 
ra= fyete vdy= freyi =o) ; 


)oÌ 
l B 


Se@a=r) -ra= frena = fy fre, pae ' 


(04 
Dunque, per integrare un dato integrale definito, rispetto ad una variabile 
indipendente dalla variabile d'integrazione, basta integrare la funzione sot- 
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toposta alla data integrazione. In altri termini, ponendo per 9(x) la sua 


espressione, 
B b b B 
fa frenas= fu frena. 
Ya ‘a a î (e 


Se poi i limiti dell’ integrazione proposta sono anch'essi funzioni di x, è sem- 
pre possibile sostituir loro limiti costanti rispetto ad un’altra variabile d’in- 
tegrazione: basta porre y = a -+ (b — a)t. 


24. Nuova definizione. La precedente definizione dell’ integrale 
doppio ha gli stessi inconvenienti della definizione d’ integrale semplice, data 
in principio del Calcolo integrale: bisogna pertanto trasformarla in guisa 
che ci permetta di trovare le condizioni per l’ esistenza dell’ integrale, e ci 
mostri inoltre la via per calcolarne il valore. Supponiamo finito il campo di 
integrazione, vale a dire che sia possibile assegnare due intervalli finiti 
(«,8) e (Y;È), nei quali debbano rimanere le variabili x ed y, rispettiva- 
mente, se si vuole che la limitazione (21) sia soddisfatta. Dividiamo (æ, B) 
in intervalli R,,%3,.--,%,: © (Y,d) in intervalli %,,%2,.--,%m, tutti tendenti 
a zero (con m ed n crescenti necessariamente all'infinito), ma senza che 
alcun legame sussista fra loro. Supponiamo finita anche la funzione, e con- 
veniamo di considerarla come nulla fuori del campo d’ integrazione. Quando 
x ed y variano rispettivamente negli intervalli h; e #;, rimanendo sempre 
indipendenti l’uno dall’altro, i valori della funzione restano compresi fra il 
limite inferiore ed il limite superiore: entro questi limiti si scelga un nu- 
mero f;;; e si consideri la somma doppia 

Dk f= ħi kifu + Akafa + haifa T eet BnBhmfam - 

i,j 
Se questa, al crescere indefinito di m e di n, tende ad un limite che non 
dipende dalla legge seguìta per costruire gli intervalli % e Æ, nè dalla scelta 
dei valori f, al limite stesso si dà il nome d’ integrale definito nel campo 
assegnato. Posta questa definizione, non è difficile trarne conseguenze ana- 
loghe a quelle che si sono avute per l'integrazione semplice, ed in partico- 
lare se ne può dedurre la condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza 
dell’integrale; ma noi qui vogliamo limitarci alla definizione, rinviando il 
lettore ai trattati completi di Calcolo. 


25. Ci resta tuttavia da far vedere che, se l'integrale esiste, il suo va- 
lore si può ottenere nel modo già indicato nel $ 20. Infatti, ammessa @ 
priori l’esistenza dell’ integrale, ci sarà lecito far tendere all’ infinito prima 
m, poi n, e scegliere il valore f;; fra il limite inferiore ed il limite supe- 
riore dei valori che f(x,y) assume quando, lasciando ferma la « nell’estre- 
mo inferiore dell’ intervallo 4,, si fa variare y in %;. Allora la doppia som- 
ma considerata precedentemente si scinde in n somme semplici, una delle 
quali è 


ħi(kifa Hafa t Rafat eet Amlim) > 
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ed ha per limite i sota) 
nfra,may=t fr, may =hF, È 
“ tala) 


rappresentando con F; il valore che una certa funzione di æ prende nell’e- 
stremo inferiore dell’ intervallo h;. Ora, se facciamo crescere all’infinito an- 
che » (fin qui mantenuto costante insieme alle 4%), troviamo come limite 


della doppia somma b(a) 


S A 
lim (%4, F, F MaFa F haFa Teee H nEn) = f da freva , 
‘a ‘aa 

cioè precisamente il doppio integrale (22). Dopo ciò è chiaro che invertire 
l'ordine delle integrazioni significa far crescere all’ infinito prima n, poi m; 
ma infiniti altri modi di far tendere m ed n all infinito si possono imma- 
- ginare, ed essi debbono tutti fornire un valore unico per l’ integrale perchè 
sia lecito dire che questo esiste. Se riflettiamo alle svariate forme che può 
assumere *) una somma doppia quando si tenta di ridurla ad una somma di 
somme semplici, riusciamo a spiegarci perchè la possibilità d’invertire l'or- 
dine delle integrazioni sia tanto limitata. Questa inversione è tuttavia un 
prezioso mezzo di ricerca, che si adopera spesso con grande utilità; ma nel 
farne uso non bisognerà mai dimenticare che può condurre a risultati erro- 
nei, quando diventa infinita la funzione, o una sua prima derivata, o pure 
quando è infinito il campo stesso dell’ integrazione. 


26. Cambiamento di variabili. Supponiamo che nell’ integrale 
SSf(2,y)dxdy si voglia effettuare la sostituzione æ =ẹọ (u,v), y = ẹ(u ;v), 
assumendo wu e v come nuove variabili (indipendenti) d'integrazione. Per 
la mutua indipendenza delle funzioni æ ed y si richiede che sia diverso da 
zero il determinante 


p_dW,y)_|de de 
“Du, v) | du dv 
dy dy 
du dv 


Ciò premesso, sia F (u,v) ciò che diventa f(x,y) per la predetta sostituzio- 
ne, e scriviamo l’integrale nel seguente modo: SdySf(x,y) dx. Nella prima 
integrazione y si suppone costante, e però si ha 


dy 1: FOO 
; Prime e pasa ; 
quindi > 
da da de da du D 
=— e o aaa L = —.du, 
de ("e (3 dv o) T dy i 
dv dv 


+) « Analisi algebrica » p. 170. 
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Dunque l’ integrale diventa 


fu fre, o) a, fin peng DI 


. Nell’ integrazione attuale CASI ad y) è « che deve rimanere costante, Š 
e però 


dy 
dy => du tUa Na. 


Dunque l’ultimo integrale doppio si trasforma in f duSF(u,v)Ddv. Final- 
mente 

SSA y)dædy =f JF (u, v)Ddudv . 
Più generalmente si può dimostrare che 


ITSY t, dedy fS. SE ueo, J ein? dudodio. 


27. Esempii: a) Passando, nel piano, dalle coordinate cartesiane alle polari, 
si ha v= z cos 0, y =r senl, e 


d(2,4) _ 
37,0) — J| così —rsend|=r. 
sen) r così 
Dunque 
SSF(@,M)aady=SSf(rc080, rsend)rdrd0 . (23) 


5) Similmente, nello spazio, chiamando @ la longitudine e v la latitu- 
dine, si ha a=rcosgcosp,y=rsengcosù, sz =rsenyp, e conseguentemente 


dlw, ya) 
dr, gY) 


sar! coso cosy sengcosp send | =r°cosù ; 
— sen ọ cos cospcosù 0 


— cospseng —sengsenp cosù 
quindi 


SSSA, y, zjdædydz = ff ff(rcosgcosy,rseng cosy, rsenp)r?cos pdr dp dif 


28. Esercizii: a) Per vedere come l’ordine delle integrazioni possa influire 
sul risultato, si calcolino i seguenti integrali: 


fe fon ia e 
fe TE ui [Tra n, fu ao yi ag =>{rfanok 


Si osservi che, in I: i casi, la Adda sottoposta all’ integrazione diventa 
infinita nel punto (0,0). Nondimeno esistono gli integrali indefiniti i 


l a— 
2 0+y 


I tele) +47) >» arctg He) +4(0) ; 


36 
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ma sono discontinui nel detto punto , in quanto che possono assumere, intorno ad 
esso, qualunque valore arbitrariamente prestabilito. 
5) Con procedimento molto in uso, e che non è, ma si può *) rendere rigo- 


a” 
a ; senz ; ; 
roso, si riesce a calcolare l'integrale pe dx, già considerato ($ 10, f; 18, 9), 
€ æ 


osservando che, per œ positivo, 


DS = e“ dy , 


e conseguentemente 


o œ œ o æ 
seng x -o 
f do [fe “sonadrdy = fay fe ““senvda . 
e x e e LI e 
o 0 0 0 


0 


Intanto, poichè (per yœ> 0) 
(e cosa) =—1 , (esah =0, 


l’integrazione per parti dà 
Cel Lei P 
fe senzas= l—y f cosede=1—y° fesen gdan, 
t e e 
0 0 


0 
d'onde si trae 


(147°) fersisonziato =A N 
“o 
Dunque 


sona: pl dy Cal 
Saf ereny = YT s 
0 0 


c) Per calcolare il valore J dell’ integrale fera, già ottenuto prece- 
e 


0 
dentemente per altre vie ($ 10, e; 16, X), si consideri l’ integrale doppio 


f / e-ardy= fi der de= , (24) 
"i ta "o 


e si cerchi di calcolarlo in altro modo. Si seriva 


J= f: ae fe °d Ya 
x 0 0 


e nella prima integrazione (rispetto ad y) si sostituisca ad y un’altra variabile # 
definita così: y = tæ. Si ottiene 


æ æ (cel » 
. Ae _1%53 HN 
r= fe ul rds fe te dt= fa fe ia T 
t 4 t e 
0 0 0 0 


*) Vedi, per esempio, il « Calculo integral» di Gomes-Teixeira (Primeira parte, p.94) 
o il « Traité d’ Analyse » di Picard (t. I, p. 34). 


, 
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Intanto si ha subito 


— (1+ 13)? È 1 
—(1+t3)23 ET A: fait HR 
e „æde = — -r HCE ê „æde = —— r - 
J EE RY XFA) 
Dunque, successivamente, osservando che J dev'essere positivo, 
a E R, 


J= 


BORE CA ANEA F jea iy T. 
E 8 I='l Vm 
0 


d) Al risultato precedente si perviene anche calcolando l integrale (24) 
dopo averlo trasformato secondo la formola (23). Se si osserva che r va da 0 a 
+œ, e 0 da 0 ad t/m, quando « ed y assumono, indipendentemente l'uno 
dall'altro, tutti i valori positivi, si ottiene subito 


e lat 


Ri =f f riro fe-tran=E(- ll EA z EE Aa 
0 0 0 


Del resto questo procedimento *), privo di rigore, non differisce in sostanza dal 
precedente, come è facile riconoscere osservando che £==tg0. 


29. Integrazione dei differenziali totali. Il problema dell’inte- 
grazione multipla si presenta nel modo più naturale come 1’ estensione del 
problema trattato in principio ($ 1), quando si propone di determinare 
una funzione di due 0 più variabili indipendenti, il cui differenziale to- 
tale sia noto. Così, nel caso più semplice, data l’espressione differenziale 
u(c,y)de + v(c,y)dy, domandiamoci, prima di tutto, se essa è, come si suol 
dire, un differenziale esatto, cioè se può rappresentare il differenziale di 
qualche funzione 4 delle variabili indipendenti x ed y. Ciò equivale a do- 
mandarsi se esiste la funzione 2 per la quale si ha 


dz dz 
3a = 4(0:9) , Mba LES A , (25) 
e si vede subito che per tale esistenza è necessario (IV, 3) che sia 
d Db) 
EE) (26) 


almeno nel caso, al quale vogliamo limitarci, che le funzioni « e v e le loro 
derivate prime siano continue. Ora noi, tentando l’ effettiva determinazione 
di z, incontreremo la condizione necessaria (26), ma la troveremo anche 
sufficiente per l’ esistenza di z. Integrando ($ 19) infatti la seconda delle 
(25), si ottiene :=Svdy+9(x); poi, derivando questa uguaglianza rispetto 
ad x, e tenendo presente la prima delle (25), si vede ($ 22) che dev'essere 
ancora 


; dv 
p= uly) — f Pay ; 


*) Indicato da Poisson ed emendato da Cayley nel « Quarterly Journal of Mathema- 
tics » (1872, p. 120). Vedi i « Mélanges mathématiques » di Mansion (p. 15) ed il « Traité d'A- 
nalyse» di Picard (t. I, p. 103). 
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ed affinchè il secondo membro sia, come il primo, indipendente da y, ène- 
cessario e sufficiente che sia nulla la derivata 


2 (u dv | =x 
dy\ J de Y TW de° 


du dv 
vale a dire che — e siano espresse da una stessa funzione f(x,y). Se 


dy da 
questa condizione è soddisfatta, si ha 


s= Soay f (u— f Tav) ae=Sudo+Svdy — SSfardy ; 


e questo risultato si riduce subito alla forma (20) osservando che Judes = 
Sody=SSfdxdy. Dunque: affinchè udx + vdy sia un differenziale esatto 


occorre e basta che si abbia — =L 
dy da 

80. Per l’esistenza d'una funzione ® delle variabili indipendenti 2,Y,2, 
che abbia il differenziale totale d® = udæ + vdy + wde , sono necessarie e 


sufficienti le condizioni 
dw dv du dw dv du 
e A RT val 


Infatti, se si comincia dall’ integrare s =w (supponendo x ed y costan- 


ti), si ottiene P=Swd2+-9(2,y); quindi 


; dp d ; ; i 
Siccome z e > non contengono Z, si vede subito che si deve avere 


aeS at= gea) 


cioè debbono essere soddisfatte le prime due condizioni (27). Poi, affinchè 
esista @, è necessaria e sufficiente, per quanto si è detto nel precedente pa- 
ragrafo, la condizione 


> (u- ica I ED w ge), 
dy de / de J dy 
cioè precisamente la terza condizione (27). Se queste tre condizioni sono sod- 


disfatte, si ha ®=Sudr+...—SSadyd:—..-+SSSfdxdyde, chiamando 

a, ß,y, le funzioni i a alp e ponendo le a e . Del re- 
cas dy dz de° dyda ddr dady 

sto è chiaro che la precedente espressione di ® si riduce all'iltimo termi- 


ne: Pa SSSf(7,y,2) dx dydz. In modo analogo si dimostra, più general- 
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mente, che, date n funzioni u, ,u,,... delle n variabili indipendenti x,, 
xa, «3 le ‘/an(n—1) condizioni 
du; du; De 
n SI 3 =1;259, an) 
de, da; 
sono necessarie e sufficienti perchè u,dx, + u,dx,-|... sia un differenziale 
esatto. 


X. APPLICAZIONI AL CALCOLO 
DI TALUNE NOTEVOLI CLASSI D’INTEGRALI. 


Integrazione dei differenziali razionali. 


1. Quando la funzione da integrare è razionale, essa è sempre riducibile 
alla forma f(2):9(x), dove f(x) e g(x) sono funzioni intere di x, prime fra 
loro. Se @,B,Y,... sono le radici di g(x), dei gradi di molteplicità r,8,t,..., 
rispettivamente, e se 9(x) è la funzione intera, quoziente di f(x) per g(x), 
è noto (III, 34) che la frazione f(«):9(x) si può decomporre in frazioni sem- 
plici, così: 


(x) AAK. AVE NI, De u ì 
o)" co tato E T te 
Quindi 
JE co do=Se(0)dv +a, log (æ — a) -+ b, log (& — p) +c, log(@ —y) + +- 
Ag Ag da ds è 
eta (e—a æ—b AspP 


ed il primo integrale, nel secondo membro, si scinde subito in altri, calcola- 
bili immediatamente. Dunque gli integrali dei differenziali razionali si pos- 
sono sempre esprimere con simboli algebrici e (cfr. III, 15, e) logaritmici, in 
numero finito. 


2. Se le radici non sono tutte reali, il secondo membro si presenta sotto 
forma immaginaria, sebbene sia reale quando nel differenziale i coefficienti 
sono reali. Si fanno sparire gli immaginarii ricordando ancora (III, 35) che 
le frazioni semplici, relative ad una coppia di radici conjugate di g(x), danno 
luogo, nello sviluppo di /(«):9(x), ad una somma di questa forma: 

a£ +b, A, + da a,æ + b, a æ +b, 


appaga + peg)! peta U E uppaa 
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La questione è dunque ridotta al calcolo dell’ integrale 
(ax + b)dx 
(tpe +9)" 
il quale ci è noto per n=1, perchè si scinde in 


(x+ !/,p)da f: da 
Siaip] ny 
a ppopg OT P] aF pata 
dimodochè (IX,14, g) si ha 


(ax +b)de _ —t*/aap æt 'haP 
= alogVa® + pa a Vi 340. 
EEEF gVæ +pe+g+ vera dita; 


Per n>1 bisogna ancora conoscere 


«ti 
giacchè ARE 


(ax + 8)dx (x+ '/ap)dæ i fi de 
Pre ae e app; 
ferry J tpe MA] FaFa 
poi, eseguendo la sostituzione æ -+ t/, p =t Vq—'/, p° nell'ultimo integrale, 
(ax + b)da a (0 —'hap)u, 


&+potg Unat a pi 


Dunque tutto si riduce a calcolare ,. Ora, integrando per parti, si ha subito 


dt t Hdt 
ži =fr pra ULES + (n — DI feste pf Sai er a + (2n —2) (tni — ii 
quindi 4 
_an_3 CU Linde SN dalia ite rale: a+ tap ' 
aE i UT (e 


Così, partendo da u, =arctgt +C , si perviene successivamente ai risultat! 
4 
u, „='h(arctgr+ ia) +0 3 Uz = J (arctgt + atate. 


d 
3. Esercizii: a) Per caleolare fs 2 si cominci dal porre 
x? --— 


l e ax + 6 
ASTA pe 4 

e°+a +1 
dimodochè debba essere, identicameate, c(a°+x +1) (ax +d)(e-1)= 1. 
Basta fare x=1 per ottenere c='/,; poi, sostituendo a c il suo valore, risulta 
ax -+ b= — +*|, (æ 4-2). Così l'integrale proposto si scinde in 


I f=- pf Etin — f dx : 
pe A A pæl AL eped’? 


d ne -+1 
IE cà = log. CEE CITA PRIVI rd Pe, 
rea Vts} V3 V 


8-1 UTER] 


quindi 
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È ad 
b) L’integrale SE I si scinde subito in fed» fi Il primo 


vale t/,%? + costante, e nel secondo conviene assumere «? come variabile d’in- 
tegrazione: 


ade S Sa, dt 1 È l 1 Li 
— / EN —T — — = — 
Js= ~ FARG gg 4. (ri qit logi +0. 
a*da - æ? —l 
Sa et Z) È 


c) Facile è il calcolo sti 
a—x4.1 eta (2x + 1)dc 
tati" Ja ri Fer) eFt 
Ponendo 2x + ET] nei primi due integrali del secondo membro, e calcolando 
immediatamente il terzo, Langa ai si trasforma in 
2 1 
VE: pat To TF AFFI: 


cioè 
2° WRL A. nie dh ML l 
e finalmente 

Ameti 10 h gtl 2(x +2) +0 


Foti aya Va eF) 


d) Dato a calcolare l’integrale di dx: (æ + œt +22? +22? +2 + 1), bi- 
sogna cominciare dal porre il denominatore sotto la forma (Œ + 1) (x° + 1)?, e 
poi cercare di determinare le costanti c,@4,,a',8' in modo che si abbia identica- 
mente 
l c ax+b  , ax+8' 
vere mat == per E na (73 LI? 
o4+x'+2x2°+2e2°+x+1 wl e4+1 (x2°4+1) 


ossia e(2°4+-1)°-+ (ar +03) (e°+1)(2e+1)+(a'2+2)(c+1)=1. Per 2° =—1 
si trova 
l æ— 1l 


gAn TE i — ie Pera 
an+b=-;= e la(e—1), 


e l'eguaglianza fra il primo e l’ultimo membro, vera per un valore immaginario 
di æ, sussiste qualunque sia œ, giacchè a' e 5' sono reali. Dopo ciò l'identità 


l 
precedente si riduce a c(2°2-+1)4+(ax+d3)(cr+1)= z e per a =—1 dà 


ax + b='/,(0°x+ 8); quindi, sostituendo, si*trova c= +/;, come, del resto, si 
può immediatamente dedurre dall’identità primitiva, ponendovi æ= — 1. Ciò pre- 
messo, si vede subito che l'integrale proposto equivale a 


of 71 a_1, æ— l 
RAPI ami E 
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cioè 
y .log(e-+1)—'/;log(a? +1)+! Laretga+ tr TI) -1 'h(artgot i tro ila) + I 
Dunque 


Sarai = ‘(0g “n + 2arctga+ TE 
e) Per calcolare l'integrale di dæ:(æ*-+ 1) si osservi, in primo luogo, che 


at += (a 41} —le V?) =a 4 VZ+ 1) (a — V241), 


e si ponga 
le t aad ar + d 


Hl 2 Laey241 aV pri 
ossia (ax + b) (x? — æ V2 -4-1)+ (a'w +8) (a + @V2-41)=1. Facendo 
æ? +1==x@V?2 si ottiene subito, rispettivamente, 
i 2 R 
l Mie A è Cia ae l d'aglio Ve À 
2aV2 2V2 2æ 42 22 
J: de _ 1 (24 V2) da l (a— V2) da 
t41 2V24 æ+aæyV2+1 2V2 TETEE p 
e si vede che, posto p= |2, basta calcolare l’unico integrale 
Gao, (esi 
+ pa +1 ce +pe +1 a ERI: 
AT te 


«Li ipril+L t 2 C, 
ogVa* + pa + Vera e(© eV2+ VE st 


ed osservare che 


— — 2 
arctg(2V2-+1)+arctg(eV2—1)=— arctg RI + costante , 
per ottenere 


dx 1 2+aV2+1 AER 
n- o e — i t . 
FI leye — arc A opa | + C 


f) Più facile ancora è il calcolo del seguente integrale: 


0 ; æVy2 
EE ipai da +i da A a 
a*41 : $: a. T R 
tt o+oV2+1. da-xY2+1 2 


Se l’ integrazione si estende da 0 ad 1, siccome lim are tg 3 te atta si 
eZI- w“ — 


‘aw -+ b= — 


quindi 


ottiene T come valore dell’ integrale definito; e però, sviluppando in serie di 
RV2 
potenze la funzione integranda, si giunge alla formola 
1 l 1 l l TT 
palle Pot SUI E CNR A 
9 ll 2 y2 


che si può anche dedurre dalla formola (17) del precedente capitolo per a =!/; m. 
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mad 1 
g) Dato a calcolare f Si i dæ, cominciamo dal notare che 
€ XL 
ætl 2 æ+ l 
ia F TARTE Y A 
æ+ 1 æ+l a°-xa1+1 
poi, cambiando œ in æ?°, ed osservando che 


at-a+1=(2°+aV3+bD(e°—@ V3+ Iy: 


si trova 
wsl 2 È l l 
T ER TATE UAL, Lita a a T 
+l 3(æ*+1) a+aoV3+1 a—@V/3+1 
D'altra parte, per p=+ V3, 
da i da 
PA = — ~ =2arctgx+4p)+C . 
a? s+ 1 Moni 
+ po + Ta Jr: 
Dunque l’ integrale proposto vale 
2/,arctga -+ !/,arctg(2x + V3) + 1/ arctg (2x — V3)+C , 


o, finalmente, 


„á 
+1 3æ(æ? — 1) 
te= ° 
J: ca le aarete -g at EE 
Lo sviluppo della funzione integranda in serie di potenze mostra che l'integrale 
1 l 
definito fra 0 ed 1 vale quanto la somma della serie l+tr-scgt: i 


che noi possiamo d’altra parte calcolare mediante la formola citata nel precedente 
esempio. Infatti per a= 1/ m quella formola dà 


IS 3 DAON SI l bia 5r 
—ò it — no d 900 PL {lb —_ ... Cra rsa = re e Gp —- a 
(+ 7 E (+s 4 Ek )+3(1 3T5 ) 12 
d'onde si trae (IX, 18, c) 
l l l l l l l 5r V3 2r 2 a. n 


1l — — — — — «ee papi << Ji gi eee it _— — —— e m — _—_—— o - ——:» 
EE 7 TASE LST 19 33 6 2 ag 3 
Invece sembra che l’espressione da noi trovata per l'integrale indefinito fornisca 0 
(risultato assurdo) come valore dell’ integrale definito; ma (IX, 14, n) si deve no- 
tare che, nell'intervallo (0,1), la funzione 3w (æ? — 1): (x*— 4w? +1) diventa 
infinita per æ=c¢=V2—V3, ed è negativa a sinistra, positiva a destra di c, 


“ dimodochè si ha 


F 2 
AET er 3e (a*—1) EPELEN 
pren Is (avete - a E) !/.{ arc e i ke 
n a(at— 1) y, 
= 'J(arctg E) = late . 


37 
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Integrazione dei differenziali irrazionali. 


4, Quando l’irrazionalità dell’integrando è unicamente dovuta a po- 
tenze della variabile d’ integrazione æ, con esponenti frazionarii, la sosti- 
tuzione #=#", dove m è il minimo comune multiplo dei denominatori degli 
esponenti, farà subito sparire tale irrazionalità, e l'integrale, sotto la sua 
nuova forma, sarà calcolabile nel modo che si è visto. Appena però compa- 
riscono, nella funzione integranda, irrazionalità più complicate, l’ integra- 
‘ zione è quasi sempre impossibile praticamente, nel senso che non esiste al- 
cuna combinazione di segni algebrici e logaritmicì, in numero finito, atta a 
rappresentare l’ integrale proposto. Vi sono tuttavia talune eccezionali classi 
d’integrali, che si lasciano calcolare con facili artificii. Eccone dei casi par- 
ticolari importanti: 

a) Per calcolare f ENE + SAS poniamo il radicale uguale a t— %, 
dimodochè Va +pxr+g 


—q t-+pi+g o E TRTI 
"7 FARSI ANETES = , de=2 tt. (D) 


2e+p EEN 
L’ integrale si trasforma in 


2d 
Ji ee: 


Qa 


quindi 


da antica) 
—=logle+!/21p+ Va? +po+g9)+C . 
ii. 


b) Per calcolare fi PS, osserviamo che 
UV +pat+9 


— a + pa +q1=— (s — thp} HIH e 


(dove g-+-'/,p* è necessariamente positivo, se si vuol rimanere nel campo 
dei numeri reali), e poniamo 


a—'/\p=tVa+'/,p°, dimodochè —a*+pe+g=(1+'/2)1-#). 


: : dt 
L'integrale proposto diventa ce —, e però 
VIA 


i sesta ap 
V_a'+patg Vi +e 


c) L'integrazione per parti dà 
fvEertnetia aVta+prt+g— = 


D'altra parte si ha identicamente 
a(tat'hp)= (Er tpe +9)F'/p(Ev+'/p) (AF!) è 


a(t w -+ '/,p)dæ 
Væ 4+ pe +g 


www.rcin.org.pl 


— 291 — 
T 
VŁ£a+pe+g 


TENE E E Î FINE MR i. da 
=| VE FFI deF'hp VE tpi 70) f- ———— , 
' Y VÆæ®+pe+g 


e per conseguenza 


Dunque 


2SVEa+po+gqde 


=2VEa+po+gt'/pVEa+ pa +q+(17'/ 


e finalmente 


» en 
J VES F peta 
 SVa+pa+gda 
=t) (æ + ha t po +9+!/s(a—'/,p)log(e+!/p+Va*+pe +9) +C 


SV— a4 pe + gde 


=! (æ —*/ p) V — a+ pe +g + 'hla t JaP)arcsen — hE SAE o 
Vath 


5. Più generalmente sia f(x,y) una funzione razionale di x e di y, e 
si consideri l'integrale Sfl VÆ z? -+ pr +q)dz. Per quanto complicata sia 
l’espressione da integrare, è facile convincersi che si riesce sempre a ren- 
derla razionale, mediante opportune sostituzioni, `e per conseguenza Vinte- 
grale è sempre esprimibile mediante un numero finito di segni algebrici e lo- 
garitmici. Basta infatti assumere t=x + Vz? +px+q come variabile di 
integrazione, per vedere, in virtù delle (1), scomparire ogni irrazionalità in 
f(&,y) quando y =V z? + px +9. Ciò non accade per y=V—-x+px+g; 
ma vi è un’altra sostituzione, che conviene anche al caso precedente tutte 
le volte che le radici di y sono reali; ed è questa una circostanza che si ve- 
rifica certamente nel secondo caso, altrimenti y sarebbe immaginario per 
tutti i valori di x. Se « e B sono le radici di 14° -+-px+g, basta porre 


__ Bat 
pati et, 


(2) 


per trovare 


w (pay 2(B—a)tdt 
=—W+t(o- T a T > de=k——_.-- 
| E(x a) ( p) E (1743)? ’ 
e convincersi che /(x,y)d# prende in tal modo la forma g(#)dt, con g(t) 
razionale e reale. 


6. Del resto le sostituzioni precedenti servono soltanto a mostrare la 
possibilità, esente da eccezioni, di ridurre a forma razionale l’ espressione 
da integrare, evitando gli immaginarii; ma nella pratica converrà invece co- 
minciare dal semplificare, nel modo che segue, l’espressione proposta. La 
funzione razionale f(x,y) si può sempre porre sotto la forma del quoziente 
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di due funzioni intere; e se in ciascuna di queste, ordinata secondo le po- 
tenze di y, si sostituisce (+ 2°- px -+ q)” ad ogni y”, e (24px + 9)" 
ad ogni y°"*', si ottiene 
q, (£) +yy,(2) 
a(x) Hy pa(1) 


dove 9,,92,4,: Ya sono funzioni intere di æ; quindi, moltiplicando nume- 
ratore e denominatore per 9, — yY,, e ponendo nuovamente 
La + pr tg 
BESETENE TEETE 
p(z) 
, 
y 
con ọ e 4 funzioni razionali di æ. Se poi ẹ(x) si decompone (cfr. $ 1) in 
frazioni semplici, si vede che, a prescindere da integrali di differenziali ra- 
zionali, il calcolo dell’ integrale proposto si riduce al calcolo d’uno o più in- 
tegrali dei seguenti tipi 


f(s, y) = 


si trova 


f<, y)=9(2)+ 


fi a"da É da 

= Ya SI RI E e SAI, | VERA ETA e ear I GER ] 

SVES+po+9 da-aVEs+potg 

con % intero e positivo, ed a reale o immaginario. Mercè la sostituzione 

s=a +7 gli integrali del secondo tipo son sempre riducibili a quelli del 

primo, ed è facile vedere che questi ultimi si riducono finalmente all'unico 
dæ 3 

f F calcolato nel $ 4. Infatti 


da fi da da 
-=tfe"!(tr+'/,p9)— 7! Ls 
f y x ( la?) y + lap gi? 


c 


dove, essendo ydy=(tx+'/.p)dx, si ha 
ferri n= fara fa ++ 


- 


< 


e per conseguenza, sostituendo nella precedente uguaglianza 


da l dg da 
n fja — s= (a5) JeF n—l1 Jes . 
f ; YF z JP TR E : 


Da questa formola di riduzione si deduce successivamente, per n=1,2,3,..., 


da da da da 
e | (pEr Ea] , 
n g È, ARR. y 


da da 
(RT ME hut FA f E yieee» 


e 


7. Con procedimento analogo si può, più generalmente, semplificare l'in- 
tegrazione di qualunque differenziale /(2,y)dx, la cui irrazionalità sia uni- 
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camente dovuta al radicale quadratico 


y=Va;c"ta,a'+ae?+... +4, i 


Prima si osservi che, quando m è pari, il grado del polinomio sottoposto al 
radicale nell'espressione integranda si può sempre abbassare ad m — 1: ciò 


si riconosce facilmente mercè la sostituzione g= a apr —,incui «è una ra- 


dice di y. Così, per esempio, tornando al caso di y = tera se si 
rappresenta con 8 l’altra radice di y, si ottiene ye =V= (f (B— a) E 1; 

quindi, assumendo il nuovo radicale come variabile d'integrazione, si è con- 
dotti appunto alla sostituzione (2). Similmente il caso di m= 4 è riducibile 
ad m=3; ma si cercherebbe invano di ridurre questo al caso di m=2, giac- 
chè in uno studio più profondo di siffatti integrali, i quali diconsi ellittici, 
si dimostra che non è possibile esprimerli con segni algebrici e logaritmici, 
e che il tentarne la trasformazione in integrali di differenziali razionali è 
come se si cercasse, con deformazione continua, di ridurre a forma sferica 
la superficie d’un anello *). Mediante un calcolo simile a quello del para- 


grafo precedente si riesce soltanto a dimostrare che gli integrali ellittici son 
tutti riducibili ai seguenti 


fe po da 
Tay or y S aay. 


i quali si dicono di prima, seconda e terza specie; e si è poi condotti, con 
opportune sostituzioni, ad assumere come tipici nelle prime due specie gli 


integrali 
pe E a sen*g dg 
ia ® VI— k?sen?ọ p 


il primo dei quali, preso fra i limiti 0 e ọ, si rappresenta con F(%,ọ), ed 
il secondo, fra gli stessi limiti, si può scrivere 


1 £°1-(1—#sen?g) 


k 
E, sy dg=-|F(4,0)—E(4,0)| , 
0 


convenendo di rappresentare con E(£,@) l integrale fi V1 — k?sen?ọ dọ. Il 
0 


valore © del limite superiore si chiama amplitudine, e k è il modulo degli 
integrali. Nelle applicazioni meccaniche e geometriche sono particolarmente 


importanti gli integrali F ed E, corrispondenti all’amplitudine ‘/,m. Essi 
diconsi integrali ellittici completi, e si rappresentano così: 


1fot 


la? 
F(k) = J WEI eS , E(k)= f V 1— k?sen?odo . 
V 1 — k’?sen?ọ A 


*) Vedi, per mD 4, il « Cours d’ Analyse de l École polytechnique» di Hermite (pp. 291 
a 297). | 
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8. Occupiamoci ora delle sostituzioni alle quali abbiamo soltanto accen- 


nato nel paragrafo precedente, e cerchiamo di eseguirle in guisa da evitare 
gli immaginarii. Prima supponiamo reali le radici æ,ß,y di 


y=V£æ as + bete : 
sia æ la più piccola di esse, o la più grande, secondo che z? è preceduto dal 
segno +, o dal segno —; sia £ la radice media, e si rappresenti con %? il 
rapporto di B—a« a y—a, sempre compreso fra 0 ed 1. La sostituzione 
x=a4(B—a)sen°9 dà 
ta +ax + br +e=|Y—-a[|(B—@)(1 — A?sen*9)sen®p cos? ; 

quindi, a prescindere da un fattore costante, reale, il radicale y si trasfor- 
ma nel prodotto di V1—%?sen*9 per sengcosg, e però 


d d 
dn è proporzionale a 9 


y V1—k?sen?ọ ; 
Al medesimo risultato si giunge quando le radici non sono tutte reali, nella 
quale ipotesi, supponendo sempre reali i coefficienti, ad y° si può dare la 
forma +(x —a)(z?’+-px+q), con æ, p e q reali. In questo caso si ponga 


r=atVla + patate $. Un calcolo facile dà 


(°) 
3 185 
Le—a)l+pr +9) =(0-+-pat-g)"(1— SI M — 
dove il numero cos’ 2 


l a+ tjap 
R=-(1p Ee 
> ( ari, 
è sempre compreso fra 0 ed 1, giacchè 
a+ pa+g=(a t'l p+ (0 —'/,p°)> (a+ hap). 


e T è dæ... > È s ada 
Così in entrambi i casi = sì trasforma in F(£,%); ma il calcolo di ne 
$ i t 


si riduce al calcolo dell'uno o dell'altro degli integrali 
P 
> RL 
sen?ọ dg te 2 sh 

J V1—k?sen?ọ } V1— k?sen?ọ 
secondo che le radici di y sono, o pur no, tutte reali. Abbiamo visto che il 
primo è riducibile agli integrali F ed E; ed ora, per mostrare che altret- 
tanto si può aftermare del secondo, osserviamo che 


a(s $ . Vi—Wsent9)=) ‘(1 + tg? 3)" k?sen?ọ 


d'onde segue, integrando, 


3 


dọ 
V1 — 4? sen?ọ 3 


i tg dp 
— __F(4,9)—2E(4,9)4+-2tg È. VI —#°s0n89. 
V1— k°sen?ọ z 


(1) 
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Quando poi y° è un polinomio del quarto grado, abbiamo già detto che, se 
æ è una sua radice, basta la sostituzione 2 = a + 7 per essere ricondotti 


al caso precedente; ma se il polinomio non ha radici reali, conviene ricor- 
rere ad un’altra sostituzione, che noi qui ci limitiamo a segnalare, trala- 
sciando la discussione *) che vi conduce. Sia dunque 


Y= le petgat patga), 


e si supponga essenzialmente positivo ciascun fattore del secondo membro. 
Se si pone 


(p—-p)}=q-41-V(a-d)Y+(p—P)(pga — ap) » 


(p_p)p=4-9 +V aa) Hp) — IP), 
la sostituzione da adoperare è 


_Itumtgg 


1+migo ’ 
dove m rappresenta il più piccolo dei numeri 
V X—p +g V x — pitg 
p—ppt+9 > Y Ppeti 

9. La possibilità d’ integrare f(x, y)dæ con segni algebrici e logaritmici, 
nell'ipotesi yY = + «* + pz + q, è tutta dovuta al fatto che questa equa- 
zione rappresenta una conica, la quale (VI, 30) è una curva unicursale o di 
genere zero. Più generalmente, se in f(x,y) si suppone y vincolato ad x me- 
diante l'equazione F(2,y)=0 d'una curva unicursale qualunque, è chiaro 
che f(2,y)dx si potrà rendere razionale assumendo come nuova variabile 
d'integrazione quel parametro #, in funzione del quale x ed y sono espri- 
mibili razionalmente. E così accade che innumerevoli differenziali, la cui ir- 
razionalità è in apparenza assai più complicata di quella dei differenziali 
ellittici, si lascino agevolmente ridurre a forma razionale, e quindi integra- 
re. Di gran lunga più difficile è la dimostrazione della proposizione contra- 
ria: se la curva F(x,y)=0 non è unicursale, l'integrale Sf(2,y)dx non si 
può rappresentare con soli segni algebrici e logaritmici, in numero finito. 
Ci viene così rivelata l’ intima causa dell impossibilità già segnalata per gli 
integrali ellittici, giacchè la cubica y° =a z? 4-a £? + a,2 + a, general- 
mente priva di punto doppio, è del genere 1: essa non è unicursale se non 
quando ammette un punto doppio, per la qual cosa occorre che due delle tre 
radici di y coincidano in una (a=f), ed allora basta porre «=vY+t? per 
rendere razionale la funzione integranda. Un po’ più generalmente, tutte le 


*)Schloemilch « Théorie des intégrales et des fonctions elliptiques » (trad. Graindor- 
ge, pp.3-6). 
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volte che y si trova vincolata ad # mediante l'equazione 
ay" + bay" 4 cay" +... =ay'+bay+cay+..., 
basta porre y=# per trovare 
dB +... Alt A t 
RR La IRA e TTT e 7 
e così trasformare /(2,y)dx in 9(t)dt, con g(t) razionale. 
10. Differenziali binomii. Si chiamano così i differenziali che han- 
no la forma 2?(a + d2x")dx. Rappresentandone brevemente l’ integrale con 


JI( p,q), osserviamo che la sostituzione a+-by"=t dà 
p+i 


—— =1 
1 t-a\" 
iros f 7) A. 


è un numero intero. L'in- 


; i l 
ed il secondo membro si sa calcolare quando pir 


tegrazione è immediata se questo intero è positivo; nel caso opposto basterà 
eseguire la sostituzione #=0", scegliendo il numero intero n in modo che ng sia 
intero, e riducendo così il differenziale a forma razionale. Se poi 2?(a4-bx")? 
si mette sotto la forma «?*"%b+ a#7")", si vede, applicando la condizione 
precedente, che l’ integrale dato si calcola subito (mercè la sostituzione 


1 
b- ax™ = t) anche quando è intero il numero È ESE ME did . Dunque, quan- 
do è intero uno dei numeri 
l +1 
cali 


l'integrale proposto è trasformabile in un integrale di differenziale razio- 
nale. È stato inoltre dimostrato *) da Tchébychew che son questi i soli 
casi, nei quali il differenziale binomio è integrabile con segni algebrici e lo- 
garitmici. Qui si sottintende che il differenziale non sia già razionale (e 
quindi che p, 9, 72 non siano tutti interi), o che non sia immediatamente 
riducibile a forma razionale con una sostituzione z= t”, come (cfr. $ 4) si 
può fare quando p ed m sono frazionarii, e g intero. Esclusi questi casi, 
si suppone dunque g frazionario, p ed m interi, ed inoltre m> 0, come 
sempre si può, ponendo, se occorre, v = l:t. 


11. Per calcolare o soltanto per semplificare un integrale di differenziale 
binomio si cerca di esprimerlo mediante integrali analoghi, ma più sempli- 
ci. A ciò si riesce osservando, in primo luogo, che si può pi ridurre q 
ad essere compreso fra 0 ed 1. Infatti, se si suppone p sito 0, l’integra- 
zione per parti dà 


I(p,9)=S(a+ data — 


gti 
pł}l p+! 


*) « Journal de Liouville » (1853, p. 108). 


—— (a+ ba") — Pi ap+m, ,d-1). 
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D'altronde si ha identicamente 


bI(p+m,g—-1)=3I(p,9)-aI(p,d-1). 
Dunque 


(p+mg+1)I(p,g=a""a+ ba") +mqgad(b,4—-1). (8) 


Da questa formola si ricava J(p,9) o IJ(p,g—1) secondo che g è positivo 
o negativo; ed operando più volte di seguito si riesce a sottrarre da qœ>0, o 
ad aggiungere a q <0 tante unità quante si vogliono. Si noti che, quando 
uno dei coefficienti di 3(p,q) o di J(p,g9—1) è nullo, si è in uno dei casi 
d’integrabilità, ed è la stessa formola (3) che dà il valore di J(p,9— 1) o 
di 3( p,q). Similmente si può sempre ridurre p ad essere compreso fra 0 ed 
m. Infatti l’ integrazione per parti, condotta in altro modo, dà, supponen- 


do g-+120, 
I (a+ ba)! -m+ (a +a") p—m-+ l 
= p 47; fl Mr S p PA 


D'altra parte 


I(p_m,q+1)=aJ(p_m,9)+dI(P:9); 
quindi 


(p+ mq +1)5I(p,9=a?""''(a+ ba")"'—(p—m+1)ad(p—m,9). (4) 


Da questa relazione si ricava 3(p,q) o (p —m,q) secondo che p è posi- 
tivo o negativo. Adunque si vede che, mercè l'applicazione delle formole (3) 
e (4), il calcolo dell’ integrale di qualunque differenziale binomio è sempre 
riducibile al caso in cui si ha 


p ed m interi y m>0 _, 0<9I<1, 0<0<. 


12. Esercizii: a) Per calcolare fi Va +2e—1 = si ponga il radicale ugua- 


le a ¿—&, dimodochè 


l ¿4+1 —— t*+2ż—1 +H 2—1 
= ; Me o, , de=: usi dt . 
sac proposto si trasforma in 
(1°-+-26— 1)*dt _ 1 ie 
EFFE), ti ERE AES 


Uri si ottiene, con un calcolo Si 


fyz +2%—l1 jas 


=V F 2a —1 -loge 41-4 Vr F 2x —1)—2arctg (æ+ Va F 2n—1)+C. 


Più rapidamente si giunge al risultato scindendo l’ integrale proposto in 


(x + 1)dæ -f da 
Var+2e—1 Va +20-1 eVa+2x—1 
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ed osservando che 


da aż æ—l 
p e e i ——— = +arcsen AR +C 
æ a +2x— l1 2 Ti æy2 
) 5 x 


dove (cfr. IX, 14, a) bisogna prendere i segni superiori o i segni inferiori secondo 
che œ è positivo o negativo. La prima forma è preferibile appunto perchè non vi 
è ambiguità nei segni. Del resto l'equivalenza delle due forme risulta dall’ identità 


—2arcte(a + VF 2a—1)— (142) s 


æ — 
+arcsen — 
æ 


—— d 
b) In modo analogo si calcola fVa?-—1 ui ma questo si può anche con- 
æ 


siderare come l'integrale d'un differenziale binomio, per cui si ha p=— 1 ,m=2, 
1 
cfg B Ora, essendo Erica è soddisfatta la prima condizione d’integrabi- 
m 
lità (come sempre avviene quando p=—1, qualunque sia m20), e però si è 
condotti a porre œ? — 1 = £; quindi 


t? PAESI E 

fvani Pa age aretgt + 0=Va*— ]-taresen 2 +0 i 

c) Se si vuol calcolare l’ integrale di cafe 3 

æ V æ— l 

| un differenziale binomio, si osservi prima che p=— 3, m = l , q= — !/,. Soddis- 

fatta la prima condizione d’ integrabilità (come sempre accade per m= +1, 

quando p è intero), basta porre œ —1=? per rendere razionale il differenzia- 
le, e trovare, con una facile integrazione, 


F I i A a PARAVIA . 


considerando questo come 


aVa—1 Va 40° 
vid 
d) Nell’integrale f- seri - si ha ps me gee ed 
è soddisfatta la seconda condizione qd’ TEANO giacchè =—— + q==1. Biso- 
gna dunque porre x7° — l= t°, cioè 
t dt 


orto, 3 
VIF” (VrFe) | 
ma, nel caso attuale, si giunge più rapidamente al risultato eseguendo prima una 
integrazione per parti: 


íq: I æd sa 
$ si 3= a'd(1—- a?) ie e ci trat —?’/, arcseng +C , 
I (1-09 Via VI—a? ET ipe. 


Ciò equivale ad applicare la formola (4). 


3 


1+Va 1 l 


1 
e) Per l’ integrale di a) oa si hap=—5,m=7:93 3: e 
® 
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poichè Di: —=2, è soddisfatta la prima condizione d’integrabilità. Si è dunque 
sicuri di ca al risultato assumendo come variabile TI Così l’inte- 


grale proposto si trasforma in 


1 4 
4S(—N)t*dt=3/,(41—-)t*+C; 


quindi 
$ + VE 
To dæ =?|; (4V x aN e 
f) Dato a calcolare $ boe ia si cominci dall’osservare che, essendo 
ET 
p4+1_n+1 p+1 _n 
Ca 4 m La ia ME 


la riduzione ad integrale di funzione razionale è possibile solo quando n è intero. 
Secondo che n è dispari o pari, l'integrale è riducibile ad una delle seguenti 


forme 
psi AN sg 
fata fai. 
VE 
t 


ponendo (rispettivamente) «= V 1—# 0 @= . Del resto l’integrazione 
per parti dà la formola 14? 


"d a" da 
æ” da E ip” Det. i 
Via — 3 Vi—x? 
che permette di ridurre l'integrale proposto, secondo che n è dispari o pari, ad 

uno degli integrali 


ada — -= d 
Te = E , irta 
— x — 0? 


Se si estende l’ integrazione da 0 ad 1 si ricade su risultati già noti (IX, 16,7), 
come facilmente si riconosce mediante la sostituzione œ = sen0. 
g) Se si vuol calcolare l’ integrale *) 


S VPE h+ VeVe Ea), 


basta osservare che il coefficiente di dx è, in virtù della formola di Tartaglia, 
radice dell'equazione y? + 3xy — 2x*=0, per essere subito condotti, ricordando 


, che 


l'osservazione fatta in fine del $9, ad eseguire la sostituzione v% = z TE; 
deli 


*) Hermite « Cours d’ Analyse » p. 242. 
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? di t3):? 
trasforma l'integrale dato in 18 i poi, per 2—*= 80, in 
0—1 1—20 o 
ef m t= HR); 


quindi 


fre Va Va a) ee 
⁄ æ+ Va +20 + Va Va +29 +-22* 
Integrazione | 


diei differenziali trascendenti. 


13. Rarissimi sono i casi d’integrabilità (mediante i segni funzionali 
noti) dei differenziali trascendenti; e nei casi più semplici si ricorre a par- 
ticolari artificii piuttosto che a regole generali. Sono tuttavia da notare i 
seguenti: se f è simbolo di funzione razionale, si possono sempre calcolare 
gli integrali 


Sf(e)da , Sf(tga)de , Sf(sena, cose)de , 
assumendo come nuova variabile, in'ciascun caso, t=e°,t=tgx,t= t5. 


Così si ottiene 


d d 
Sremas=Sr0% > Sraga)ae=LO, 
1—-t?\ 2dt 
Sf(sena, cosa) = fr (74 Ipa’ Drait’ 


ed i secondi membri si calcolano facilmente come integrali di differenziali . 
razionali. Le medesime sostituzioni sono spesso utili anche quando f non è 
simbolo di funzione razionale. 


14. Esercizii: a) Mercè la sostituzione e“= # si giunge facilmente ai se- 
guenti risultati: 


—1 fe A, SR TOR —— 
S Fuesslelete*+24+0, fEZZ Ne VIT H. 


b) Ponendo tgæ =t si ottiene 


SFr e (+ 10g(Gon24-0052)) +C. 


c) Similmente si riduce subito il calcolo di Ste"xdx a quello di f 
LI 


dt — 
1+#° 
ma si può anche, quando n è un numero intero positivo, procedere con succes- 
sive applicazioni della (I formola : 
n—=i 


= — ftg" rde . 


n-2 


tg 
Stg"ed Cra 
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In tal modo si finisce per cadere, secondo che » è dispari o pari, sopra uno dei 
seguenti integrali: 


Steada=—logcose +0 , Sdx=x+C. 


Il medesimo procedimento può servire quando n è negativo; ma in questo caso 
è preferibile osservare che 
ir? 


da 
pro = footer de= — _ = — SJcot"-®xdx ; ece 


d 
d) Per calcolare f Sgi ponga tgæ= t’. L'integrale proposto si tras- 
“ai 


forma così nell’altro 2 jin Ta già calcolato ($ 3, e); quindi si ottiene 
de 
Viga 


e) Spesso negli integrali della terza forma indicata nel $ 13 si può evitare 


l pren l 
— log (seng: cose + Vsen2æ)+ ya arcsen (sen œ — cose) +C . 
2 2 


la sostituzione Wa t, o qualsiasi altra, mediante l’ integrazione per parti, ac- 


compagnata da opportuni artificii, fra i quali è notevole la moltiplicazione del 
differenziale per sen*?x + coste = 1. Per esempio 


da 
ia 2g cos*a "fà «ei =iga—cote +C . 


f) Similmente si può calcolare 


da cotæ/ 1 3 ) 3 æ 
date E TIES 


enřæ sens% ‘ 2sen 


facendo uso deila sostituzione tg3= t; ma è più conveniente ridurre l’integrale 
ad uno dei seguenti (cfr. IX, 12, a) 


dx da x 
Jamee ’ Sarete +0. 


d i 
come sempre si può quando si tratta d’integrali della forma f; ci , con 2 in- 
I}, NE, sen" 
tero e aai Infatti si ha 


2 

sen?a + cos?x da l l 

na ira da ra cosæd —;zr ; 
sen"x | sen" J senta n—l sen "g 


quindi, integrando per parti, 


* da n_-2 dae 1 cosa 
sente n—-1.fsen"?x  n—lsen™ io 
i da 
Analogamente si calcola f-—-. 
cos”x 


g) La sostituzione st dà 


fs x fra 4 5 
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Ci troviamo dunque in presenza d’un integrale ellittico, che si può anche conside- 
rare come l'integrale d'un differenziale binomio, per cui è 


l EES a REI 1 
li —_ 9 Ra SO e RE. È: 
organ e ga de G 4 


Pertanto ($ 10) è vano sperare che si possa giungere, per qualsiasi via, ad espri- 


mere f: ——, in forma finita, con segni algebrici e logaritmici. 
t sen æ 


h) Nemmeno occorrono sostituzioni per calcolare integrali come Ssen?x de, 
Scostwdw, ecc. La trigonometria fornisce le relazioni 


3 1 1 1 3 
sento = -7 sena — -g sen 3w N costo = 0084 + > cosa + > A 
dalle quali segue subito 
Jsen?x dæ == — AEN EAT TER C, Jcosiæ dæ = Lo + A sen2a 4- So 
SIE 12 i m ae al pa. ; 


i) Similmente, dato a calcolare Ssen?xcos'xd, si comincerà dallo stabi- 
lire le due formole trigonometriche precedenti , per dedurne, mediante moltiplica- 
zione (cfr. IX, 12, c), 

32sen?x costo 


=8senxcos4x -+12 seng cos 2æ — sen37 cos 4w — 4sen3 cos22+- Iseng —3 sen3x 
—'/,(3senz +- 3sen 3x — sen 5x — sen Tæ) ; 
poi, integrando, 


1l 
Ssen®?x costeda = Bal cose — cos 3w +-!/, cos5x +-!/,0087x) + C . 


In modo analogo si calcola qualunque integrale del tipo fsen"x cos"vd7; ma si 
può anche adoperare una formola di riduzione, che si ottiene mercè l'integrazione 
per parti : 


(mm + n)fsen"x costeda = sen” x cos”-!2 + (n — 1)Ssen"xcos"-?zdx ; ece. 


J) Basta talvolta la sola integrazione per parti per fare scomparire le tra- 
scendenti sotto il segno d’integrazione. Così, per qualunque funzione razionale f, 
si ha 


ANA RARI f'(2) 
Se"logf(a)de = i na) 


e l’ultimo integrale è sempre calcolabile. Per esempio (efr. $3, b) 


Sd. 


=(e*— l)logYVa® —1 +(+ 1)log Vat +l ma C , 
k) Per finire richiamiamo l’attenzione del lettore sull'esistenza di sempli- 
cissimi integrali *), contro i quali s infrangono tutte le regole d'integrazione. Ê 


da , 


1 
log flap s e" 


*) Hermite, loc. cit. , p. 260. 
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facile ottenere, per esempio, 
atg( + arctg 3)= 


e si è, per conseguenza, in diritto di scrivere 


a*da l 
dico pae ee È a ? 
CRE e(2+aretg 3)+0 i 
ma, se si vuol ritrovare questo risultato mediante il calcolo del primo membro, le 


attuali risorse del Calcolo integrale sono e saranno ancora per lungo tempo insuf- 
ficienti. 


a de 
(æ cos æ — sen g)? ’? 


Integrali definiti notevoli, 


15. Integrali ellittici. L’ integrale ellittico completo ($ 7) di prima 
specie, F(X), è facilmente calcolabile per serie, giacchè si ha 


tor 


F(k) =f(1+3 Hsont9 + 1° Atsente +3 


© 48 son® o+.. e $ 
quindi, richiamando la formola (14) del Issa capitolo, 
nm l 0AE /1:3.5,, 
ra=ih taae t © 


Facile è lo studio del modo di variare di RA quando % va da 0 ad 1. Evi- 
dentemente F(X) cresce sempre, da F(0)='/, fino ad 
28 
ray> lim f Am og etea 
Sthan d, COSP p=ijar l — tg!/,9 
A destra di k=0 la funzione cresce lentamente, giacchè 
la sua linea rappresentativa si comporta come la para- 
bola y='/;mz? a destra del vertice; ma finisce poi per cre- 
scere rapidamente, tanto che la detta linea diventa assin- 
totica alla retta k= 1. Per vedere come si comporta la 
funzione in vicinanza di questo valore di Æ, osserviamo 
che il coefficiente di 4°" nello sviluppo di F(%) è assintotico, in virtù della 


formola (15) del precedente capitolo, ad 3 , d'onde segue (III, 21) che, 
alla sinistra del valore 4=1, tende ad si vera l'eguaglianza 


F(4)= log 


1 
Vie ` Li 


16. Similmente si calcola l'integrale ellittico completo E(k), di seconda 


specie, scrivendo 


ilar 


1 l Li 
sws (1-39, k*sen'g — pg ttsente =...) È 


2 2.4 
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ed integrando termine a termine: 
rn VA 1/19 TEN l 
ra= jiha) -sla Pr O 
Quando % cresce da 0 ad 1, questa funzione, decrescendo sempre, va da 
1/7 fino ad 


ilar 
B()= fcospdy=1 î 
à 0 
A destra di k=0 la sua linea rappresentativa si comporta come la para- 


bola y=—'/rz?, mentre per k=1 essa tocca la retta k= 1. Per convin- 
cersi di ciò basta calcolare la derivata 


rm=-i lattaga) talr) tel 


ed osservare che 


kE'(k)=E(k)—F (k) , 
d'onde segue lim E'(%) = — œ. Per sapere poi, con maggior precisione, come 


si comporta E(%) a sinistra dell'unità, si noti che, per % tendente ad 1, il 
teorema di l'Hospital dà 


1— E(4) "UE E'(k) bi F(k) 1 
ret =—=:*%51 feto Serre Him isa 
(1— k°)logVl1—-# ?  logVi—#? 2 logVi—-#8 ? 

Dunque, assintoticamente, i 
—_ kî l 
Bair. m log - (8) 


VI—-# 


17. Le formole (5) e (7), molto utili per calcolare i valori di F e di E, 
corrispondenti a valori piccolissimi di %, sono inservibili quando % non è 
abbastanza piccolo, perchè le serie (5) e (7) convergono lentamente. Se 7% 
è vicinissimo ad 1, le formole assintotiche (6) ed (8) servono soltanto a 
mostrare l'andamento generale di F e di E; ma per calcolare i valori di 
queste funzioni bisogna rendere più complete le stesse formole, in guisa da 
poter contare sopra una sufficiente approssimazione. Noi qui vogliamo limi- 
tarci a far vedere come il calcolo degli integrali F ed E si possa sempre 
ridurre al calcolo di analoghi integrali, corrispondenti a valori del modulo, 
piccoli quanto si vuole. Questo scopo si raggiunge mercè la sostituzione di 
Landen 


(l -+ p)seny 
14-psen?b ’ (9) 


in cui la costante p (compresa fra 0 ed 1) è definita dall’eguaglianza 


x eVe. 
14h 


seng = 
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Un calcolo facile dà 


———— _1—- psen?) V1—p?sen?d 
ai Fo ia là 9 
VI— A?seng = ABE AVI cos È TESE cosù ; 
quindi dalla (9) si trae, differenziando, 
dọ —_(l+p)dy 
V1-—A?seng V1—p?seny 
e finalmente 
F(A)=(1+p)F(p), (10) 


dopo avere osservato che, quando v va da 0 ad t/m, crescendo sempre, 
altrettanto fa la variabile primitiva 9. Un calcolo analogo, che per brevità 
omettiamo, conduce all’altra importante formola 
B= EUF) . ai) 

È chiaro che le due formole precedenti sussistono anche quando gli inte- 
grali non sono completi; ma le amplitudini ọ e y hanno allora valori dif- 
ferenti, vincolati dalla (9). La (11) porta in luce questo notevole fatto: 
ogni integrale ellittico di prima specie si può esprimere mediante due inte- 
grali ellittici di seconda specie. 


18. Torniamo agli integrali completi, e facciamo vedere come si possa 
utilizzare la (10) per calcolare F(X), anche quando % è vicinissimo ad 1 
Partendo da % si costruisca una successione di numeri, tali che 

_2Vk, _2V%, a LIVA i 
AY, ranno DA ERAEN E A e 
in generale bisognerà prendere 
Pe A an VIRS 1A 
eih lt VI—-%2 1+(1— k,) 


I numeri #,, positivi e decrescenti al crescere di n , tendono dunque ad un 


«i. 


/ 
limite 7<1. Questo limite deve soddisfare all’equazione l= ALE la qua- 


le, sbarazzata dalla radice /=0, e dall'altra, inammissibile, 1=1, si ri- 
duce a 2--VZ-+7=0, priva di radici reali. Dunque 2=0. Ora l’applica- 
zione ripetuta della formola (10) dà 


F(A =A FRNA F RA H ka) -e (LH kn) E Cka) » 


dove k,„ è piccolo quanto si vuole; e così, per n sufficientemente grande, si 
può calcolare prima F(%,) mediante la (5), poi F(%). Crescendo n all’ in- 
finito si ha limF(%,)=F(0)='/27, e conseguentemente . 


F(4)='/27 (144) (L Ra) (+4)... 


Costruita una tavola di valori di F, la formola (11) permette di calcolare 
39 
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analogamente i valori di E. Siftatte tavole, utilissime nelle applicazioni, 
sono state costruite da Legendre (anche per gli integrali non completi), e 
diconsi favole ellittiche *). Qui ci limitiamo a ricavarne alcuni valori: 


P(g) = L61. t P(3)=1685.. P()=1 854... P(V3 =2,156.. ; 
3 2 "AC E S ; 


l , — 
B(3)=1528.. ; E(5)=1407.. E(--)=1 350... , E V3) cal il: 
3 2 y2 , , 5 ’ . 


ART si da 
19. Esercizii: a) Per l'integrale f ——, già trattato (§ 14, g) mediante 
J Vsena 


la sostituzione t57 č, è preferibile la sostituzione più semplice seng = ż, dalla 


quale si è poi condotti, mercè la sostituzione #= cos?ọ (indicata dalle conside- 
razioni del § 8), all'espressione normale del!’ integrale proposto : 


ORT REI sz: 
V1+ coso c VI — '/,sen°9 
In particolare 
PELI p 


f Z Syr (2) = 2,022 
A seng y2 


; pn of. da a*da 
b) Analogamente si calcolano gli integrali fJ-—— e f po- 
l— gi « 
nendo æ = cosg. Così essi si trasformano rispettivamente in 


1 dg Sa ch 
RE apr = RI V1—'/.sen?g yei 
V2J V1—'],sen?ọ V2. V1— '/,sen 9 p 


In particolare 


ra 1 > 
Pg ic ARDA 2E(— 3) = 0008". i 
J Via V2 e(73) +V y2 


LI 
So =_F(-)= 1311.. 
ce s VI — o! y2 y2 
ETA 
c) Un po’ meno facile è il calcolo degli pab LA e 


Vi+a J Visa. 
La sostituzione œ = — l -+ y3 tg? $, applicata al primo, dà 


Jen UTA S cva iaio 


Al secondo bisogna invece applicare, in virtù delle cose dette in fine del $8, la 
sostituzione 
__tgo-(1+V2) 

tgo+(14-V2) 


*) Legendre, « Traité des fonctions elliptiques », t, Il. 
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Così l'integrale proposto si trasforma in 


fa (2-+V2)dp i 
sent Q +6(8-4+2/2)sen? ọ cos? + (3 +-2V2F costo 


L'espressione sottoposta al radicale risulta dalla moltiplicazione di 


5 - 4V2 TA 
sen*g + (3 + 2V2) cos? = (3 4-2 V2} (1 gi a sone) 
5 
per sen?g + coso = 1. Dunque 


Se poi si osserva che 


4V2 LEWISSR=:] 
per RI — si ha pae — VI È =—-; 
3+2)2 1-4bVI—# 2 


si ottiene, applicando la formola (10), 


pintres t 


d) Un RASO ellittico può pur presentarsi con un modulo XS1; ma è 
sempre possibile ridurlo ad un modulo compreso fra 0 ed 1. Si considerino, per 
esempio, gli integrali 


® 
i f VIS nat 
9 0 


á VI — k?sen?ọ 


nei quali il limite superiore non può raggiungere il valore '/, 7, ma può andare 
fino ad un valore massimo æ, definito dall’eguaglianza sena = 1 :k. Quando ọ va 


da 0 ad a, H variabile 4, vincolata a ọ dalla relazione send = ksen ọ , cre- 
sce da 0 ad t/m; e poichè 


do dy 


V1—4?sen?9 “yie — sen 2y 
si ha 


RE A l l 
i TE - P(7 dp [Vren songdo= -F (7 )+ nIE(7 )- P(7 
A V1— #?sen'9 k k KHANA k 


Per esempio 


IT 


»/4 
d n da. 
+ EER i J V i= zaga = 0,500. ; 
Y, V1 —2sen’ọ ta 


e) Per un pendolo semplice, di lunghezza /, si dimostra in Meccanica che 
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la durata di un’oscillazione completa, di ampiezza 2a, è misurata dall’ integrale 


sigla 


in cui g è l'accelerazione della gravità nel posto di osservazione. Questa impor- 
tante formola serve appunto a calcolare g in ciascun luogo della superficie terre- 
stre, e per conseguenza a far conoscere, mediante un gran numero di osservazioni, 


3 
così — cosa 


la forma della superficie stessa. Posto k =sen $ E son= = kseng, si ha 


a 0 
così — cos a = 2 (sen? -PS sen? 5) = cose ; 
poi, osservando che, quando 0 varia da 0 ad a, ọ va sempre crescendo da 0 
ad tham, 


Si x] A T E E E A 25 e % 
r=2)/Lrm=s » 147 sen > Hgg” Fr agg Sen Spe). 


Se a è piccolissimo si può ridurre T al solo primo termine, indipendente da a, 
e si viene in tal modo a dimostrare l’isocronismo delle piccole oscillazioni. Per 
avere una maggiore approssimazione basta prendere un termine di più, nello svi- 
luppo di T, o pure, applicando la formola (10), dopo avere osservato che nel 


caso attuale è p = tg? £, si può scrivere 


l 
T=- Le 
do 
Cos 4 


f) Un altro notevole integrale, che si presenta nello studio dei vortici, è 
_ab Da così d0 
n, Va? + 5° + c — 2ab così 


Cominciamo dal ridurre alla sola metà inferiore l'intervallo d’ integrazione, osser- 
vando che la parte dell’ integrale, riferentesi alla metà superiore, si trasforma nel- 
l’altra mercè il cambiamento di 0 in 2m — 0. Si può inoltre supporre a5> 0, 
perchè, se fosse ab <0; basterebbe cambiare 8 in æ% — @ per essere ricondotti 
alla prima ipotesi. D'altra parte si noti che si ha 


‘a+ 5° + e — Rab cosh = (a +b) +e — — 4abcos? 3= 8 (1-00 3): 


ponendo dab 


“aF +e" 
Per conseguenza, se si prende come variabile d'integrazione ọ = */, (m — 0), si 


ottiene 
1/9 n 


È Va così d0 acri ” cos2ọdọ i 
[7a V1— k?sen®9 sen?’ 


1 A cós? 
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quindi, scrivendo 1 — 2sen?ọ al posto di cos2ọ, 


wi 2 
vat FO+z|EM-F®)] i (12) 


Le formole (5) e (7) conducono poi all'espressione di ® mediante una serie, che 
procede secondo le potenze ascendenti di &: 


ab 
PIAZZI kR°4.... Ja 
16 n 
Ad un'espressione più semplice si giunge passando dal modulo % al modulo 
VEE Vato +e — V(a—b +e 
1+VI-# V(a+5)*++Va—3) +e 
mercè le formole (10) ed (11). Infatti, se si osserva che 
2 l ; 2 - - 1 pr 
mn = ato =V (Ve) = 
193 — ? 
RAT) Vp k Vp 
la (12) si trasforma in 
T. 


Vab 
In altri termini l'integrale proposto si trova così ridotto alla forma tipica ($ 7) 
d’un integrale ellittico di seconda specie : 


p= (EMF (1) . (13) 
Vp 


t/a 
sen?’ dg 
o V1—p?sen*g 
Svolgendo in serie il secondo membro di (13) si ottiene 


D=, Vpb int te) 


Quando k è piccolissimo, questo sviluppo è più conveniente di quello precedente- 
mente dedotto dalla (12); ma per k vicinissimo ad 1 conviene invece applicare 
direttamente alla (12) la formola assintotica (6). 

g) Con un calcolo un po’ lungo, ma che non offre difficoltà di sorta *), si 
giunge al risultato 


usa 


t/a 
l 
SETE =h Eog TEE), 
V 1— k?sen?g 


0 


dove k'= V1—k?; e da questo poi scaturiscono, per k vicinissimo ad 1, le for- 
mole a cui si è accennato in principio del §17. Qui ci limitiamo ad osservare che, 
se il secondo membro si pone sotto la forma 


— la (F (k) — '/am) logk —'/ im (F (kK) + logk) , 


*) Schlömilch, Zoe. cit., p. 37. Vedi anche « Bulletin de Darbouæ » (1897, p. 109). 
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tlar 
e si fa tendere k a 0, si ottiene, ricordando (IX, 10, 4) che { logsengdg vale 
— '/,rlog2, e scambiando poi k con %', 0 


lim (F(X) + log VI—-X?)=log4 . 


Questa formola non solo include la (6), ma permette di apportare in questa e 
nella (8) una leggiera correzione, col porre la differenza fra il primo ed il secondo 
membro della (6) uguale, non a zero, ma a log4: 


4 1—- 4 
F(k)= log ———— , E(A)=1+ log —— . 
VIK n VI—# 

h) Per dare ai lettori un saggio delle difficili questioni che si possono risol- 
vere mediante gli integrali ellittici, vogliamo qui segnalare due interessanti for- 
mole per trarne alcune conseguenze. Quando k va da 0 ad 1, gli integrali F(4) 
ed F(&') variano in modo che il rapporto del secondo al primo va da zero all'in- 
finito, crescendo sempre; e per conseguenza, dato un numero qualunque œ fra 0 
ed l, esisterà sempre un valore di X, ed uno solo, per il quale si avrà 

l 1: EA) 


n 85 RR) È 


Orbene si dimostra che 
14-20 4 20'+4 2x +20! 4+...= = F(k), 


dove k è la funzione di x, definita dalla precedente uguaglianza. In particolare, 


quando æ si accosta indefinitamente ad 1, si tende ad avere F(A)=x°:2log sa 


e però la somma della serie tende ad assumere la forma (cfr. III, 24, d) 


Similmente si ha 
1 —2x 2a — 2x +29! —...= VE ke 3 


e per conseguenza (cfr. III, 24, e), ricordando la (6), 


l l l 1 
li — xi 9 g!9 sel =—tT————_ li V f — IE i e 
lim(& at Haat |...)=3 — lim fy X'log Pile 


PA 2r »=0 
Invece per k= ——, essendo allora anche k'= ` , è we, quindi 
2 
EE a E 4-2e e T a VET = 1,086... 
1—2e""4-2e 7 — 2e 9 | 260... pia x 200 
T y2 


Se poi si vuol fare lo scambio di X con #', bisogna ad « sostituire un altro nu- 


sii ; l l : 
mero æ', vincolato ad æ dalla relazione log — log — = r*; e siccome, d'altra 
“De pe”, 
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parte, si ha 


(1+20+2a*4-2a?+.. (g> j- irora F(k)F(k') , 


si vede che il primo membro rimane inalterato, come il secondo, quando ad æ si 
sostituisce œ; e si riesce in tal modo a dimostrare una relazione segnalata prece- 
dentemente (III, 24, d). Finalmente si noti che, quando si passa dal modulo k a 


THA mediante la sostituzione di Landen, questa conduce anche, appli- 


cata in senso inverso, da %' a x =V1—x?, sicchè, in virtù della (10), 
F(x)=(144)F() , F(#)='/,(14+)F@); 
ed il valore $ di æ, corrispondente a x, è tale che si ha 


n SEC Fw) SR Cna 


cioè &£=—Vx. Dunque 


14+2V2+2VF4 234. = È +e), 
1-2Vo+2Va*—2V09+..... =V Ža -aro . 


Cambiando nuovamente & in x si ottiene 


1+2Va+2Vat 4 V +. =(1+va)V ira), 


Lola a+. =1- VANE e), 


e se ne deduce 


2Va+2Va PHV. n 
1420 +P2et4-2at +) 0 
D'altra parte 
1 — 2x +20! — 2a +... 


l 42w 42a Ha peee 


Ora, elevando alla quarta potenza e sommando, si trova l’ identità 


(2 VT VTF VTE...) HA 2e p aa Let 
=(1420+20'4+ 20% +.....)!, 


dalla quale è poi facile dedurre, uguagliando fra loro i coefficienti delle medesime 
potenze di x nei due membri, il seguente teorema di aritmetica: il numero dei 
modi di spezzare in quattro quadrati un intero dispari è otto volte il numero 
dei modi di spezzare il quadruplo del medesimo intero nei quadrati di quattro 
interi dispari positivi. 
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20. Integrali euleriani. Si chiamano così gli integrali 


1 w% 
fara -—a) da , r , 
0 

dei quali il primo si dice di prima specie, ed è una funzione delle due va- 
riabili | e v, evidentemente simmetrica (come si riconosce cambiando « in 
1— z); ed il secondo, funzione dell'unica variabile p, si dice di seconda 
specie. Abbiamo visto (IX, 10, g) che il secondo integrale vale Ip), ed ora 
ritroveremo questo risultato calcolando il primo integrale nell’ ipotesi che p. 
sia intero e positivo. Se inoltre si suppone vœ 1, l'integrazione per parti dà 


1 1 
fera — æ) 'da = == fæ — a)" "da 
0 È P 0 
10 v-1 (0 
= fara — a) da — = feta —a)-!da , 
p 4 p 


0 


d'onde si trae 


1 1 
v—l 
at (1 — w) ida = — fea — a)-da ; 
J eFI] i 


0 
quindi, applicando successivamente questa formola stessa, 


1 1 
aan EES a PASTA RA re SI oa farà BRANI riot EE p 
fe DOET piv—1 pt4v—_2 FIJ” E E R E 


‘e . ° a e 
Ciò premesso, se si cambia æ in yi trova 
v 


a PA ta Hiksi 
P ( 3, e= FEFA pv) | 


e per conseguenza, facendo crescere v oltre ogni limite, e ricordando la de- 
finizione (III, 24, g) della funzione N, 


[a= { 
n; 0 
Qui si noti che il cambiamento di x in ng conduce alla formola 


-1_-n0 Tp.) 
farete» (4) 


0 
importante per le sue numerose applicazioni. 


21. Ora vogliamo dimostrare che anche gli integrali di prima specie 
sono esprimibili mediante la funzione T. La sostituzione v =y:(1 +y) dà 


[roren fi 
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ed al secondo membro si può dar la forma d'un integrale doppio mercè l'ap- 
plicazione della formola (14), dopo avere, in SUOL s cambiato p in p+v, 


ed n in 1+-y: 


1 “ni "ii —(1+y)0 << l aa x fur -2y 
y” 'dy |a e doni x eda pu Te Tay 
E J PREY J 


Ora, in virtù della stessa (14), si ha 


[reen , [etan fatetay rt) farei r 
0 “o $ 1 


Dunque 7 


p) 
Jea- ada = TO no (15) 


0 


Dopo ciò si può calcolare RSS integrale euleriano facendo uso delle 
tavole (a venti decimali) della funzione I, costruite da Gauss *). 


22. Esercizii: a) Proponiamoci di calcolare l’ integrale di sen”x cos"eda fra 
0 ed '/,7r, cercando di dargli la forma d'un integrale euleriano di prima specie. 
A ciò si riesce mediante la sostituzione ¿= sen®a, per la quale si ottiene subito, 
in virtù della (15), 


imH- 1 n+l 
de fa a rE) 
fe Toco odom t* (1—-t) ® di= Reggae i 
y “o TERS ke: ) 
tar 
i d 
b) Così, per esempio, l'integrale fe il può scrivere nel seguente 
seng 


modo 


1/ar 


di (pi —— = pafen 2d0 ; 
(7a x Vsen20 V2 


quindi, SAI l’ultima formola, si ha 


da n 1 r? (4) i 

A Vseno 2V2r 47 
Il paragone di questo risultato con un altro ottenuto precedentemente ($ 19, a) 
conduce alla seguente espressione d’un integrale euleriano mediante un inte- 


grale ellittico: 
)=2y/var(A) VTF =3,625... 


*) Vedi anche il citato « Traité » di Legendre, t, IL 
40 
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Basta poi ricordarsi d'una nota proprietà (c/r. IX, 10, h) della funzione I° per ot- 
tenere anche, mediante le tavole ellittiche, 


r(7)=rv®r()= 1206. 


æd 
c) Anche all’ integrale [= si dà facilmente la forma euleriana di 
x l — at 
0 


prima specie. Basta assumere come variabile d'integrazione ¿= œ* per ottenere, 
in virtù della (15), 
n+l 
-r(” Vara 
pa n 4 


fan Fa 0 *a= Tac 


Per esempio 


da pt. ; fs T 
LA VI — gí a VI — a — 24 già (+) 
y2 
Il paragone dell’ ultimo risultato con un altro ottenuto innanzi ($ 19, 8) fornisce 


la seguente relazione fra i valori di F e di E, corrispondenti al modulo -—— : 
Il 
E(—)=3F(-)+ T ; 
V2 VPI def) 


d) Ora, con un procedimento già adoperato (IX, 28, 5) in un caso partico- 
lare, proponiamoci di calcolare gli integrali | 


W tal 
cos. seno 
f d; a AA 
t 
0 


aw” e al 
0 


nei quali p. rappresenta un numero positivo, inferiore ad 1 nel primo integrale. 
a 2 nel secondo. Per la (14) si può scrivere 


l_ 


diana ale” ed 


e così trasformare i due integrali ABNEY in integrali doppii: 


mf. SE ria T EES ni 


-iq 
"=! e- sengdæd yo. 
aff ET wii 


Intanto, se si prende come variabile d'integrazione z=y*:(1-4-y°), si ha 


o 1 
y"dy = fe 3 -21 Nt CE) (2) T 
: EEr (1—2) dasz tT D hi gija 

o 
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Dham haaa a e 


XI. APPLICAZIONI A MISURE GEOMETRICHE. 


x.unghezze. 


1. Poichè il differenziale dell'arco s d'una curva, rispetto ad una varia- 
bile qualunque #, si sa calcolare (VI, 3; VII, 1), siamo ora in grado di risa- 
lire, mercè l'integrazione, alla conoscenza dell’arco stesso in funzione di t: 


up IEEE (F +()+ (7) e di, 


In particolare per le curve piane, date in coordinate cartesiane (£,y) o in 
coordinate polari (r, 6), si potrà assumere æ o 6, rispettivamente, come va- 


riabile d'integrazione, e si avrà s= [Vi > y” dx o s= | Vr rd. 
TI AMRS 
è, par a) Per l'asteroide, rappresentata dall’equazione œ? + y*= af, si 
A 
3 
ha s=-(7 DI pre di =(£ e); quindi, ponendo l’origine degli archi nel 
ic aap 19 
punto (0,a), è s=a fa *de=/,0*x* . In particolare */,a è la lunghezza 
0 
dell'intero arco compreso nell’angolo xOy, e però la lunghezza totale dell'aste- 
roide è 6a. x 
b) La logaritmica y= ae“ si può rappresentare ponendo. « = alogtgg, 
y=atgo. Ne segue (integrando per parti, o pure moltiplicando per sen?g -+ cos*g) 


s=af 82-64-22 = a (sec + log tg) + costante 3 


seng cosg sen Q 


i x 
c) Perla catenaria di ve resistenza, rappresentata da y_=—alogcos ca 
e 


si ha y'=tgt; quindi s= Z sagot (7—2). Ora (cfr. VI, 15, m) 


e 
0 cos— 
a 
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siamo in grado di trovare l’ equazione intrinseca della curva: basta sommare le 
uguaglianze 

A T æ -4 x 

a _ t sere CRC Q degli an, i 

iai È DI) a =t è) 


i ; æ 
e ricordarsi che pcos — = 4. 
a 


d) La lunghezza d'un arco della parabola y? =2aæ, diviso per metà dal 
vertice, è (X, 4, c) : 


y a 
= [VF Fry =t Vr Fap aog VT - 
0 


Per esempio l'arco, la cui corda è divisa per metà dal fuoco, ha una lunghezza 
uguale ad 1,147... volte la lunghezza della corda. 

e) La lunghezza (cfr. VI, 10,72; X, 19, a) della lemniscata r Dv è 

ijan Ilon 

dò "d0 

—— =? 

A Vsen20 A Vsen0 

Similmente per la sinusoide y= sena si trova, come lunghezza d'un arco com- 
pleto (ossia compreso fra due pr consecutivi d’ inflessione), 


1jam 


force (vira zds=2V3R( -z j= 3,820... . 


=2V2F(-) = 5,244... . 
V2 


f) La lunghezza totale dell’eZlisse, definita dai semi-assi a e 5=aV1—#?, 
o dal semi-asse focale e dall’eccentrità k, è 
t/a 1a 


NENF p -+ ő'sen? o do = 4a | V1— ksen? gdo = 4aE(k) . 
"0 


Dunque, se designiamo con R il raggio d'una circonferenza, lunga quanto l’el- 
lisse, possiamo scrivere (X, 16) 
Kereki OR IDA, SESTA ) 


2 
R=-«80=41-7-7— S Ii 6 ia 


Si conoscono parecchie espressioni approssimate di R; ma le più semplici sono for- 
mate mediante i numeri a'='/,(a+-0), b' =| ab , a"='/,(a'4+-8)), b" =V at, ece. 
Quando k è piccolissimo si può, trascurandone le potenze oltre la seconda, li- 
mitarsi a prendere R=a'; ma questo valore, sempre troppo debole, non è ab- 
bastanza soddisfacente, Se si cerca invece di conservare, nello sviluppo di R, 
le potenze di k fino alla sesta, si è condotti a prendere R = 38"— 22’, o pure 
R='/,(3a'— b'), valori preferibili ad a’ anche perchè comprendono sempre fra 
loro il valore esatto di R. Del resto al primo si può sostituire la media aritmetica 
dei due valori, cioè R—='/,(3a'—52-+68"), il cui sviluppo coincide con quello di 


l 
R fino alla decima potenza di k; ecc. Così per esempio, per a=1 e clin + si ha 
l oaa N 
PASS ai Sa E EV , */ (8a — 5b + 6b") = 0,7709... .. 
- V2 pt | 


5 La 
Orbene le tavole ellittiche (X, 18) danno appunto e E (18) = 07700. i 
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g) La lunghezza totale della (VI, 10, #) lumaca r—ac080+4 8 è 


+5 


Se c è il più grande, e pe il più piccolo dei numeri a e b, la formola (11) del 
precedente capitolo permette di scrivere l’ultima espressione nel modo che segue: 


8c|E(p)—'/,(1—1?)F(1)| 


Per esempio la lunghezza della lumaca eon due flessi coincidenti (b—=2a) è uguale 
a 3,341..... volte la lunghezza del segmento intercetto dalla curva sul suo asse di 
simmetria. 


2fVa+ 5° + 2abcos0 dð =4 fve + b)? — 4absen?g dọ = 4(a 4- b) E (e) È 


2 2 
h) Se, per calcolare la lunghezza d'un arco dell’iperdole —G=l fra 
ai 
il vertice (2,0) ed un punto qualunque (x,y) a coordinate positive, si osserva 
che 
ay aydy A EA La (a +8?) y? 4b 
EA, T E iak ha | ds= | 
nani PHE Y 


} i btgg 
si è condotti a porre y = — - , e si ottiene 


yep 


,? 


= | 3 
Va? 6° cost gV/1— k?sen?ọ 


l 
ponendo tecni. Sì , sicchè — è l’eccentricità. L’integrale precedente, mol- 
Va? +8 k 
tiplicato per 1 — k? = (1 — k’ sen? ẹ)— k? cos? o, si può scindere in altri due: 
ọ 


ẹ 
(1 CE PIRO PR = =fvi — k? sen?p Pi a k?F(k,9). 
7 COs 2o 1—k?sen?ọ SEI 
Intanto dala per parti dà 
ọ 
A E M SE DEN 
f Vi — Pong A =tgọVI— kseng +F(k,9) —E(4,9). (1) 
t 0 « 
Dunque 


s= a Taglio o) — Va" + E(k ,ẹ)-+tgo acos’ 4-8? . 
Il calcolo di s, in ciascun caso particolare, richiede l’uso delle tavole (a doppia 
entrata) di Legendre. Si osservi che il crescere indefinito di s, quando ọ tende 
ad t/m, si deve unicamente all'ultimo termine, che rappresenta la distanza del 
centro alla normale nell’estremo mobile. 

î) Consideriamo la logociclica (VI,22, 5) rappresentata dall’equazione 


(x+y) l(a + y’) = Rasy , (2) 


i 3 a cos20 
o, in coordinate polari, da r= — 
y2 così 


, se si prende l’asse di simmetria della 
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curva come asse polare. La lunghezza d’un arco qualunque, a partire dal ver- 
tice, è i 
—n m d 
s= id cos? 20 + 2sen?20 ZI : 
v2 cos?0 
0 


e però la lunghezza totale del cappio formato dalla curva è 


ilar 
/2 { V cos?20 2 
ay fi cos? 20 -+ 2sen? 20 PET 
ila T P 
keetis ak BIRRE 1/97 
VIn au eii g 
= e] =? ge nA N 2 . 
2a press (o afi seno) V 1—'/, sen*g a 
0 


0 


Intanto si ha dalla (1) 
9 
(vt 
“o 


ed un'integrazione per parti ci dà 


dọ i I 1 
= tgoVi—sen'g+F(--,9)—E(— 
o iii, LORI eri, "(a e) (e) 


ọ 
peg. 2 
fen /s8en*@ coat 
part). l ; deosp Vi tenta, Lig t Vip cos°g 
cOs 9 o V2I V14-c0s° g nap V2 142 
Dunque o 
pa SE. i n 
fa seng))/1—'/,sen Poe 
0 
pes fluire 1 l 2 
RA AA — !/,5en°g +- CA i e) sa) E(3- , e) , 
coso y2 14+y2 V2 V2 


e finalmente, facendo @='/,, si trova che la lunghezza del cappio della lo- 


gociclica è 
1 — l l 
2a(1 += log(V2 -+r (+)-e(+)) , 
V2 y2 y2 
cioè 2,489..... volte la lunghezza del segmento che la curva stacca dal suo asse di 
simmetria. La proprietà di avere gli archi esprimibili mediante integrali ellittici 
delle prime due specie, val quanto dire mediante archi di coniche, appartiene ad 
infinite altre cubiche unicursali , le quali costituiscono con la logociclica la classe 
detta delle cubiche circolari *). Queste possono essere tutte rappresentate dal- 
l'equazione (2), in cui si aggiunga al secondo membro un termine della forma 


(2 + y) (px +97), continuando a designare con pali la distanza dell’assintoto al 
punto doppio. 2 


*)Salmon « Géométrie analytique » (Courbes planes, p. 182). 
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Si consideri Ja curva di Viviani, intersezione d'una sfera con un ci- 
lindro, che ha per base un circolo descritto sopra un raggio della sfera come dia- 
metro. Dalle equazioni della curva «° +-y®+2*—=a?,a° +y°=ax, si ricava 
y=a(a—a),2°=a(a—x), ed è naturale porre a=a4c0s°9, dimodochè, li- 
mitandosi al quarto di curva, situato nella regione delle coordinate positive, si 
ha y=asengcosg,s=aseng. Quest'ultima eguaglianza ci dice che ọ è il va- 
lore della latitudine del punto (x,7,), mentre dall’espressione di x facilmente 
si deduce che ọ è il valore della longitudine del medesimo punto. Dunque la 
curva di Viviani si può anche definire, sulla sfera, come il luogo dei punti 
che hanno la longitudine uguale alla latitudine. Ciò premesso, si ha 


de=—asen29de , dy =acos2ọdọ , dz =acosodọ ; 


quindi, quadrando e sommando, ds? =a? (1 + cos? ọ)do?, e però la lunghezza to- 


tale della curva è 
1a 


da [VIF cosg gdp=4aV 3B (7) : 


In altri termini la curva di Viviani, sulla sfera di raggio a, è lunga quanto 
l’ellisse descritta sui semi-assi a ed a)/2, cioè quanto la circonferenza d’un cir- 
colo massimo, moltiplicata per 1,216..... Al medesimo risultato si giunge anche 
più agevolmente se si osserva che, quando si applica il cilindro sopra un piano, la 
curva si trasforma in due archi completi di sinusoide. Inversamente, per costruire 


la curva di Viviani, si disegni la coppia di sinusoidi y=+asen z e si stac- 
chi dal cartoncino il pezzo compreso fra due archi terminati nei medesimi punti 
d’ inflessione. Curvando il cartoncino in modo che la comune corda degli archi 


diventi una circonferenza, l’ orlo si trasformerà nella curva di Viviani, appar- 
tenente alla sfera di raggio a. 


Aree piane. 


8. Per valutare l’area compresa fra la curva y=f(x), l’asse delle ascis- 
se e le ordinate corrispondenti ai valori a e b dell’ascissa, dividiamo (a,b) 
in intervalli 4,,%,,...,%,, ed osserviamo che all’area della striscia limitata 
dalle ordinate condotte negli estremi dell’ intervallo 4; si 
può sostituire quella d'un rettangolo di base %;, la cui al- 
tezza y; è compresa fra il minimo ed il massimo valore di 
y in A;. L'area totale A non cessa così di essere rappre- 


sentata dalla somma Y}4;y; quando gli intervalli k, cre- 
1 


scendo in numero, tendono simultaneamente a zero; e poichè, in queste con- 
dizioni, la detta somma non può avere altro limite se 


non D iabpgraia di ydx in (a,b), è necessario che sia 

== a= f, ydx. In modo analogo si dimostra che l’area com- A 
presa “fra un arco della curva r= f(0), edi raggi vet- 
tori negli estremi, è A='/ sf r?d0, dove a e b sono i su estremi di 0. 
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Se poi si tratta di valutare l’area limitata da una curva chiusa, nell’ ipotesi 
più semplice che questa non sia incontrata in più di due punti da qualun- 
que parallela all’ asse y, o da qualunque retta uscente dal polo, è chiaro 
che, se u,v sono il più piccolo ed il più grande dei due valori di y (o di r), 
che corrispondono a ciascun valore di x (o di 6), e se a,b rappresentano 
i valori estremi (ordinariamente radici di v—) della variabile d’integra- 


zione, si ha 
b 


b 
a= fe— uds E DI fewa ; (3) 


A queste formole siamo giunti decomponendo l’area in elementi infinitesimi 
del primo ordine; ma possiamo anche decomporla in 
elementi del secondo ordine, assumendo come tali i ret- 
tangoli costruiti sui lati dx e dy, nel caso delle coor- 
dinate cartesiane, o sui lati dr ed rd0 quando si fa uso 
di coordinate polari. Allora, in virtù della definizione 
stessa degli integrali doppii, si avrà l'una o l’altra delle 
formole A=SSdrdy,A=SSrdrd0, le quali includono le (3), come si ri- 


conosce scrivendo 
a v zè v 
a= fas fay i a = fa frar : 
‘a tu Sn tu 


ma sono più generali, in quanto che possono servire a valutare l’ area limi- 
tata da qualunque curva. Si noti che dalla prima alla seconda formola si 
può anche passare (IX, 27, a) per via analitica. 


4. Altre formole sono specialmente utili nel caso che le coordinate x 
ed y dei punti del contorno siano date in funzione d'un parametro #, che si 
farà sempre variare in modo che il punto corrispondente percorra il con- 
torno lasciando l'area alla sua sinistra. Prendiamo 
come elemento l’area del quadrilatero MM'mm' com- 

j preso fra due rette infinitamente vicine, uscenti dal- 
l'origine; poi, osservando che 


MM'mm' = OMM'— Om'm =0MM' + Omm , 


A assumiamo invece come elemento positivo o negativo 
l’area del triangolo OMM’, considerata (cfr. III, 32, d) col suo segno: 
OMM'—='/,|1 odi é 
0 & x+d 
0 y y+dy | 


Questo valore si ottiene anche prendendo la metà del prodotto della base ds 
per l'altezza 2seng—ycosg. Ora, immaginando sempre æ ed y espressi in 
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funzione della variabile d'integrazione #, si ha 


A='|,S(edy — yda) . (4) 


Siccome poi il valore dell’ integrale di zdy +ydæ, esteso ad un arco qua- 
lunque, non è che la differenza dei valori di zy negli estremi dell'arco, è 
chiaro che si ha J(xdy-+ydx)=0 quando si estende l'integrazione a tutto 
il contorno. Ne segue che si può dare ad A l’una o l’altra delle forme 


A=fady , A=—JSyda, (5) 


come si riesce a constatare anche eseguendo convenientemente la doppia in- 
tegrazione SSdxdy. Finalmente, quando si assume #=y:% come variabile 
d'integrazione, la (4) prende la forma A='/,fx°dt, preferibile alle (5) 
perchè non richiede la derivazione di æ o di y rispetto a #, ed è applica- 
bile, come la (4), a qualunque porzione dell’area, limitata da due raggi 
vettori *). Invece, per potere applicare le (5) al caso d’un arco qualunque 
bisogna aggiungere o sottrarre ad A la differenza dei valori di '/,xy negli 
estremi dell’arco, e si ricade in tal modo sulla formola data in principio per 
l’area compresa fra un arco di curva, un asse, e le perpendicolari all’ asse 
condotte per gli estremi dell’arco. 


5. Esempii: a) L’area totale chiusa nella lemniscata r° =a*c0s20 è 
al aT 
AS fcosz0ar=a? x 


t 
0 


vale cioè quanto l'area del triangolo formato dalla tangente in un vertice con le 
tangenti nel punto doppio. Analogamente, per la lumaca r=acos9 +8, si trova 


T T 
u fra = fene + 5° + 2abcos 0 4 '/,a* cos20)d0 =m (t/a 40?) . 
“o A 0 
Questo risultato suppone b>a, ed in particolare diventa A =?/, ra? per la car- 


dioide; ma per b <a il valore trovato rappresenta la somma delle aree limitate 
dai due cappii, esterno ed interno, le quali valgono rispettivamente 


haath 4-00) 5| IVAH (ha +89) arcson 2 |. 
6) Per la parabola y°=2ax si ha 
x y 
- pu f agata 
a= fya] y dme lay. 
Dunque l’area parabolica OMP è le due terze parti di quella del triangolo TMP. 


*) Essa, del resto, non differisce sostanzialmente da una formola del precedente paragrafo, 
alla quale si riduce subito mercè la sostituzione t=tg 9. 
41 
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Da ciò è poi facile dedurre che l’area compresa fra qualunque arco di parabola 
e la sua corda è i °/, dell’area compresa fra la corda stessa e 
le tangenti negli estremi. Del resto a questo risultato si può an- 
che giungere direttamente, immaginando che si ripeta il calcolo 
fatto in principio dopo aver presa come asse delle y la tan- 
gente parallela alla corda, e posta l'origine nel punto di con - 
tatto, ed assumendo come elemento dell’area il prodotto di ydæ 
per il seno dell'angolo degli assi. 

c) Per la catenaria (VI, 10, c) di parametro a, l’area compresa fra un 
arco qualunque, la direttrice, e le ordinate estreme, vale quanto l’area d'un ret- ` 
tangolo, che ha i lati uguali ad a ed alla lunghezza dell’arco. Infatti, se l'arco ha 
un estremo nel vertice, 


a= fi +e Re Ao EEY E 


quindi per un arco qualunque mi , Siha A=a(s —s)=a.arcoMM'. 
d) Ad un punto si faccia percorrere una spirale logaritmica (VI, 10, e) 
finchè ritorni sul primitivo raggio vettore. Questo raggio e l'arco percorso li- 


p mitano un’area, che si può facilmente valutare in funzione delle 
; distanze a e b del polo agli estremi dell'arco. Posto b= ae "T, 
l'equazione della spirale è r= ae", e si ha 
adi 2 b2 2 
ai 2 amogo — L ni __]) A 
A hæ fe EE (e bas È 
0 log ai 


Se la perpendicolare elevata alla corda, nel suo punto di mezzo, 
incontra in P e Q le tangenti negli estremi, l’area del triangolo (isoscele) OPQ 
è appunto A. Possiamo poi trovare l’area del circolo di raggio a immaginando 
che m tenda a zero, e conseguentemente ò ad a: 


2mT 
sot st Talim iĝi Tania = ra 
= = 


2 
Əm m=0 2m x 


A= hm 


Notiamo inoltre che PQ tende verso la lunghezza della circonferenza, 
e) Proponiamoci di valutare l’area compresa fra un arco completo (VI, 
15, 2) di cicloide e la sua corda. Posta l’origine nel 
~ vertice, prendiamo la tangente come asse delle æ; 
siano L ed H le projezioni d'una cuspide R sugli 
assi, e P,Q le analoghe projezioni d’un punto qua- 
lunque M della cicloide. La circonferenza descritta 
* sul diametro OH incontra il segmento MQ in un 
punto N, ed è noto che la tangente alla cieloide,in M, è appunto parallela ad ON, 
dimodochè 


e però l’area OPM ha il valore i "il Essa equivale dunque all’a- 
“i ' 0 


rea del mezzo segmento circolare ONQ. Segue da tutto ciò che la metà dell’area 
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cercata si ottiene sottraendo '/ ma? dell’area del rettangolo OLRH, uguale al pro- 
dotto di OL= mra per OH=2a. Dunque 

A=2(2ra° —!/,ma°)=83ra? , 
vale a dire che l’area cercata è tripla di quella del circolo generatore. 
f) Valutiamo l’area compresa fra l’asse æ e lar- 
co della quadratrice y=vcot = , limitato ai due punti d'in- 


contro col detto asse, più vicini all’ origine. Evidentemen- 
te si ha 


e 
0 “o 


tara, 1/,r t/a ilg n 
a=2f vcot 2 d= 2a? | 0cot 0.40 = 2a? (0 log sen0), — 2a? flogsenoao . 
Intanto, in virtù del teorema di Hospital, per 0 tendente a zero, 


2 


or. 
lim (0logsen8) = — lim ori = 0 


Dunque (IX, 14,7) dica 
A=— 2a? frogseno dd’ = ra log? 

“o 
g) L'area totale dell’ellisse, i cui semi-assi sono a e d, è 


(1 Eat 4 i 
a= f V1-Zarndao f Vizio. 
0 0 


Il calcolo dell'ultimo integrale è facilissimo (IX, 16, b); ma possiamo evitarlo os- 
servando che per a=d si deve avere A = ma?. Dunque, successivamente, 


I . 
Svizra s SASA 
0 


Un po’ più lungo è il calcolo in coordinate polari, quando il polo è in un fuoco del- 
l’ellisse, nel qual caso, come si sa, l'equazione della curva è "—=0*:a(1—Xcos0). 
Si ricorre allora ad una sostituzione, che importa conoscere anche per l’uso che se 


0 Lia 
ne fa in Astronomia: ig = Vitet . L'equazione della conica diventa 
- Å 
r=a(l-4kcoso), ed inoltre si ha rd0 = 549. Dunque 


n n 
As fra ab fa + kcosp)dp== mab . 
to ta 
h) Sia data l’ellisse mediante l'equazione generale 

ax? + by? 4 c+2/y+29x+2hxy=0, 

in cui si può sempre supporre che & e b siano positivi, ed inoltre si abbia 
ab—h>0 , D=|a dl g Io À 

M RET 
g fop 
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Messa l'equazione sotto la forma by? -+-2(%204+-/)ytax® +2gæ -+e =0, si vede 
che ad ogni valore di æ corrispondono due valori di y (che chiameremo u e v> %), 
i quali si confondono in uno per quei valori a e B>@ di æ, che soddisfano all’e- 
quazione d(ae*+2gx + c) — (hæ +f)* =0. Questa si può scrivere 


cx? — gipa =0, 


se si designano con &',b',..., h i complementi algebrici di a,8,...,4 in D. Ciò 
premesso, si ha 
L° STMIFI SOTTO Adro DAN LEI ili)! f VP AES CL 
v—u=3 Via + ge-a= V Vazaa i 
quindi, ponendo w = œ + (B -—a)t, ed applicando la prima delle (3), 


A= asd e-o f Via—i)dt . 


Il valore dell’ultimo integrale si può subito avere, senza calcoli, osservando che 
rappresenta la metà dell’area del circolo y? = æœ(l1— x): esso è dunque t/m. 


r 


2 : i 
D’alira parte p—a=3Vg"—ac , ed è noto *) che EET complemento 


, 


algebrico di &' nel reciproco di D, ha il valore bD. Dunque 
— TD 
— TELE . 
(ab — h’ 
È del resto facile riconoscere (IV, 16, a) che il secondo membro rappresenta il pro- 


dotto dei semi-assi, moltiplicato per m. 
2 2 2 
i) L'area chiusa nell’asteroide a+ y°—=a? è 
S OE DA ta 3 
A=4 (a Pdo=da f 0a j 
0 0 
Ora, mediante il cambiamento di ź in 1—*, si ottiene 


fea-da=fda-ga=rf vauk. 


Dunque A =?/;ma?. Del resto l’uso (X,21) della funzione I° permette di trovare, 
più generalmente, l’area compresa fra la curva æ” -+ y”=a" e le parti positive 


degli assi: 
g a? SA 
pi L a (iu L vi n 
A=f(a"—a"Vde=—f t" (1-t\di=-—-- 
n 2 
0 o 2nL {| — 
n, 


Tutte le volte che l'esponente (positivo) n èil quoziente d'un numero pari per 
un numero dispari, si ha una curva chiusa (analoga all’asteroide o al circolo se- 
condo che n <1 o n>1), che limita un’area quadrupla della precedente; ed in 
particolare si ritrovano i valori ma? e #/ ra? per n=2 ed n=?/;. 


+) Analisi algebrica, p. 31. 
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J) Per valutare l’area chiusa in uno dei due cappii della curva rappresen- 
tata (VI, 29, 2) dall’equazione œt = (æ? — y?°)y, si adoperi is formola trovata in 
fine del §4. Si ottiene subito 


A='/, fe-eru=5(3-3+3) = j 


Similmente l’area chiusa nel cappio del folium a°4+y*=38axy è 


1 2 
tdt dz 
a= [a aa f = =?) 
l 3,2 2 2 
J UFE) $ dla 


sicchè ¿l folium divide in tre parti equivalenti l’area del triangolo formato 

dalle tangenti nel vertice e nel punto doppio. Più generalmente, per le curve 

rappresentate dall’equazione #°**!_|-y°"*!_(2n-+-1)ax"y", si trova A=(n+'/,)a?. 
k) Consideriamo (VI, 22, 0) le curve 


(c+y)(e° — 2hay +y°)=2(1-+4)axy (6) 


ad assintoto unico (k? <1), e proponiamoci di calcolare l’area chiusa nel cappio 
di ciascuna di esse. Procedendo come nel caso del folium (k= */,) si ottiene 


A=4(1+ &)faè fi ice 
bj Ja+oa=2%+ 0’ 
0 
ma qui conviene assumere come variabile d'integrazione z = —— , e scrivere 


14? 
(1— 2°) dz 


sure fo CEEE 


~ 
Ko 


i Nes 
Ora, se si cambia z in Van ponendo m=i , si trova 


«Vin Vm Vm 
a m — 23 2 dz 
135 f (775) da == va sya Vari f ria atero] ito a) , 


e finalmente, ricordando (X,2) che 


Vm Va 
dz Pe dz IEE FE Vm | 
f: r a , Tale ls (arete Vi +) 
si ottiene dat ita) Te 
=(m+3+ cairo mini i) Vm)- ; 
Vm 4 


In particolare, nel caso del folium (m= 3) e della logociclica (m=1), 
Asta", ASh 


2) Al risultato precedente si giunge anche mediante la prima formola di- 
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mostrata nel $ 3, facendo prima ruotare di '/ m gli assi intorno all'origine. Allora 
l'equazione (6) prende la forma più semplice 


aV2 
m 


a — 


ata 2 


yet 


ed un calcolo facile dà 


ti © Bale ‘(0+3 — 2V3) V Gp) 


P 
ni TY À e +1)(m_ 3) arctg FRS A E Ae > è 


Vm aV arope L] 


ma ; ; 
Basta fare «= —- per ritrovare la precedente espressione di A. Invece per 
2 


\ 


"SPS ORTI ; : 
nta si ottiene il valore A’ dell'area compresa fra la curva e l’assintoto : 


waa (+ (m--3) 

8V/m . 
nel cappio d'un folium equivale all'area compresa fra la curva ed il suo as- 
sintoto : quest’ultima area è divisa in tre parti equivalenti dalle tangenti nel punto 
doppio. Per m=1l si ottiene A'—(14-!/,r)a*, poi A -|--A'=2a?. Dunque l'a- 
rea totale limitata da una logociclica e dal suo assintoto è quadrupla della- 
rea limitata da questa retta e dalle tangenti nel punto doppio. Finalmente, per 
m infinito, lim A = œ% ,lim A' = */,a?: il cappio tende ad aprirsi in forma para- 
bolica, tende cioè a spezzarsi in due rami infiniti (cfr. VI, 19, f) assintotici en- 
trambi alla parabola y°='/,a(x|/2—a), mentre l’area compresa fra la curva 
ed il suo assintoto rettilineo resta finita. 


ma”. Per m=3 è A'=A, vale a dire che l’area chiusa 


Aree e volumi nei solidi di rotazione. - 


6. Dato nel piano un arco di curva, facciamolo ruotare intorno ad una 
retta del piano stesso. Come elemento della superficie così generata si può 
assumere la striscia compresa fra un parallelo qualunque, di raggio R, ed 
il parallelo di raggio R-+-dR, e considerarla come la superficie laterale del 
tronco di cono generato dall’elemento lineare ds. L'area elementare è dun- 
que misurata dal prodotto del lato ds per la media aritmetica delle lun- 
ghezze delle basi, cioè 2r(R-+'/,4R), o semplicemente 27R. Per conse- 
guenza, trascurando infinitesimi superiori nel differenziale dell’area, ciò che 
non altera il valore dell’ integrale, si vede che l’area cercata è A=2rSRds, 
dove ad R si deve sempre attribuire il segno di ds. Similmente, se per ele- 
mento solido si assume lo strato compreso fra l'elemento superficiale ed i 
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piani dei due paralleli, si vede, considerando tale strato come un cilindro 
di base zR? e di altezza dz (projezione di ds sull'asse di rotazione), che 
il volume chiuso fra la superficie generata dall’arco ed i piani dei paralleli 
estremi è V=rSR?dz. Nel porre i limiti a queste integrazioni si deve te- 
ner conto del modo di comportarsi della variabile lungo l’arco generatore 
PQ, ed aver cura del segno del differenziale. Nel calcolo di A la variabile 
s è di sua natura crescente (se si vuole) da un estremo all’altro di PQ; 
ma se i bisogni dell’ integrazione conducessero a sostituirle 
un’altra variabile, si dovrà, se occorre, scindere l’ integrale 
in altri, secondo le osservazioni fatte (IX, 13) a proposito 
del cambiamento della variabile d’integrazione. Se, per 
esempio, come avviene frequentemente quando PQ appar- 
tiene ad una curva chiusa, si sostituisce ad s la variabile 
2, e se questa, prima crescente da a fino a c, decresce poi 
da c a b, l'integrale 2rSRds fra i limiti a e b rappresenterebbe soltanto 
l’area generata da una parte PH dell’arco PQ, mentre invece si ha 


c b 
À ds * ds 
= -— S2 —d î) 
A 2r [RI dz n RI de 
e le due parti (essenzialmente positive) rappresentano le aree generate da- 
gli archi PL ed LQ. Similmente 


e b 
Van [Raza [R'a - 


qui la seconda parte è negativa, e così dev'essere, giacchè il volume cor- 
rispondente all’ arco LQ si deve sottrarre da quello che corrisponde al- 
l’arco PL. 


7. Esempii : a) Per un’asferoide, che ruota intorno ad una delle sue tangenti 


inflessionali, si ha Ret: 


ir 12 
A=4r fi ads = 4ra? f æde == ra? , 
0 % 5 
cioè l’area totale della superficie generata è i ®/, dell’area della sfera circoscritta. 
Il volume del solido limitato dalla superficie stessa è (X, 21) 


(A | 
(0) 1, 


; A 3124 32ra? 
V= nè yy = 3 2 sli e e re S 
=2r fa dy=3ra f è (1 — t)’°dt = 3na 9.7.5.3 105 
0 


0 
5) L'area del catenoide, fra il circolo di gola ed un parallelo qualunque 
di raggio y, è 
m (* Po e 
A=2nfyds=— fra= tja na f (e “be +2) de= na(s + yy) - 
e 0 0 


Essa è dunque proporzionale al segmento dell’asse di rotazione, staccato dalla nor- 
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male a partire dal piano del circolo di gola. Ne segue che i coni normali al cate- 
noide, condotti dagli estremi d’un segmento qualunque dell’asse di rotazione, di 
lunghezza è, staccano dalla superficie una striscia, la cui area è A = mað; ed il 
volume del solido limitato dalla striscia e dai piani dei paralleli estremi è 


VaenSfy'da='/,aA='/,ma?b . 


c) Nelle questioni concernenti la cicloide giova rammentarsi ($ 5, e) che, 
se si prendono come assi la tangente e la normale nel vertice, il coefficiente an- 
golare della tangente è dy:de=y:Vy(2a—y), e per conseguenza 

de — “dy Eads 
V2a—y Vy V2a 
Così, per esempio, se un arco completo di cicloide ruota intorno alla tangente nel 
vertice, esso genera una superficie, la cui area è 


da sa 


A =4r fyds= dn V2a |[Vydy= 2 rat - 
‘o “o 


cioè quasi undici volte l’area del circolo generatore ; ed il solido limitato da tale 
superficie e dai piani dei paralleli estremi ha un volume (efr. $ 5, è) 


e pi 1 '3 1 
V=2nfyrao=2nf y*°(2a — y}? dy = toza f #0 — t}dt=mn°a' . 
“o 0 to 


Invece, se l'arco ruota intorno alla direttrice, si ottiene un’area doppia 


da da 


4 
A=4r | Qa—y)ds= 32ra" — 4r fas =E rat ; 
“o "o 


ed il volume è quintuplo, giacchè, richiamando i risultati 
Ta Ta 
Sura =!/,ma' , frar= ‘lama! , 
0 “o 
si trova subito RA 


` 
V= 2r f (2a — yda = 5r’a’ . 
0 
Finalmente, se l'arco ruota intorno alla normale nel vertice, bisogna innanzi tutto 
' osservare che la lunghezza d’un arco qualunque, con un estremo nel vertice, è- 


y 
poi, siccome nella cuspide si ha s=44,@= ma , si ottiene, integrando per parti, 


vg ARTE 
s= V2a 4 — 2V Zay 3 
y 


da Ta 2a 
MO SI CIED 4 
fads= ma sd = 4ra? — 2V2a | V2a — ydy=4a? (n- 5) . 
3 “o 0 


4 
Dunque l’area della superficie generata è 877a? (n- 5) A 
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d) Cerchiamo l'area totale d'uno sferoide (ellissoide di rotazione). Dall’e- 
quazione del meridiano si trae 


air b + (a? — b?) y? 
a=3V®_y , Calle Po — 73) dy ; 
quindi 
nin Me ydy . 


2 
Se lo sferoide è schiacciato (a>b) basta porre y = - per ottenere 


Va Si 


2 i i 
A Anab? VERA dai 2rrab? o — db | 
Va? — b? Va? — 8? 5 
0 

Quando il meridiano è leggermente eccentrico (come avviene per la superficie 
terrestre) si ha, approssimativamente, A = 4ra? (1 — !/,%?). Invece, nel caso 
d'uno sferoide allungato, si ottiene, dopo avere scambiato æ con è per vappi» 
sentare sempre con 2a la lunghezza dell'asse focale, 


a 
Area; Va'—(a?—b*)y*dy , 


9 a 
NS. i fera aa) PRE . 
9 Vai _ b? a 

Per una lieve eccentricità si ottiene approssimativamente A = 4rd? (1-+'/,k?). 

e) Cerchiamo l’area ed il volume d’un foro, cioè dell’anello generato da 
un circolo che ruota intorno ad una retta del suo piano. Se è è la distanza del 
centro all'asse di rotazione, ed a<% il raggio del circolo, il raggio del parallelo 
è R=b8+ acosì, e si ha ds—=ad0; quindi 

n 


A=4ra fot acoso dð = dn?ab . 
o 


La superficie ha due piani tangenti singolari, dai quali è toccata lungo due paral- 
leli, che la dividono in una parte esterna ed una interna; e per conoscere le aree 
A’ ed A” delle due parti basta calcolarne la differenza: 


1/27 
A'— A” = 8ra? (costa —=8ra? . 
"o 


Similmente il cilindro determinato dai suddetti paralleli divide l’anello in due parti, 
42 
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i cui volumi sono 
4 la z 
V'= ma f (5+acos0)?costd0 — 2rab? , V 
to i f 
sicchè il volume totale dell’anello è 


T 


T 
V = 2ra fe -+ acosì)? così d0 = Arra?6 foss dd =2m ab . 
LE t 
0 0 


Inoltre 


1/ar 1/97 
V_-V'=4ra fe + a? cos?0) cosh dð — Arab? = Ara’? frost di=*/,ma? . 
Le e 
0 

Si noti che le metà delle differenze A'—A" e V'— V" rappresentano l’area ed il 
volume d’una sfera di raggio a, e che per conseguenza non variano quando l'a- 
nello si allarga indefinitamente, pur rimanendo chiuso fra i due piani tangenti sin- 
golari, supposti immobili. Di questo fatto avremo fra breve ($ 9) la spiegazione. 
Finalmente, se b<a, la circonferenza incontra l’asse, e l’area della parte visibile 
della superficie diventa 


arc cos ( — 2) 


A = 4ra | (b+ acosì)d0 = 4rab arc cos (- +) Háza Va — b? ; 
“o ) 


il volume del solido limitato da tale superficie è 


arccos(— =) 


b UDE CE 
V=2ra | (b+ acosì)?cos0 d0 = 2ra*dare cos (- =) +3/,17(2a° + 8) Vai 
å ) 


In particolare per b=0 si ottiene una sfera di raggio a, e si trova 
— 2 N | 3 
Acan a N eSa 


i 0 
f) Si faccia ruotare la cardioide r =2a cos" > intorno al suo asse di sim- 
metria. Il raggio del parallelo, per un dato valore di 0, è R=rsen0; l’elemento 


lineare è ds 2a cos -> d0; quindi, poichè 0 varia, lungo la curva, sempre inun 


senso, 
T 


0 0 2 
As 1674? fcos 7503 db == so ma? . 


0 


Per calcolare il volume totale del solido conviene assumere come variabile d'in- 
tegrazione il raggio vettore r, che dalla cuspide al vertice va sempre crescendo; 


e siccome si ha 
r—a Tr.) - 
cool = === ,, R=rsenð = —V2ar— r? š 
a 


si ottiene subito f 
s 4 


TT 
vat fre Ne d= na . 
0 
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"=2ra fe + acos0)*cos0d0 + 2rad? , 
“i ; 
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Il lettore potrà analogamente calcolare il volume del solido generato da una lu- 
maca qualunque "=ac0s0---d, priva di punto doppio (bœa), che ruota in- 
torno al suo asse di simmetria, e troverà V=4/,r0(a®-|-- 8°). Per b<a questa 
& la misura del volume compreso fra le superficie generate dai due cappii; ma 
ciascuna di queste superficie, l'interna e l'esterna, limitano due solidi, i cui vo- 


lumi sono rispettivamente De (a— b) e w (a + b)*. A questi risultati si giun- 


ge quasi senza calcolo mediante un’altra formola, che sarà data in fine del $ 14. 
Baricentri. 


8. Si consideri nello spazio un insieme di punti, costituenti una porzione 
limitata s d'una linea, d'una superficie, o dello stesso spazio a tre dimen- 
sioni. Si dà il nome di baricentro di s al punto G, le cui coordinate sono 
uguali ai valori medii (IX, 5), in s, delle corrispondenti coordinate dei 
punti di s. Se, per fissare le idee, s è una linea, le coordinate &,n,% di G 
saranno date dalle uguaglianze 


Es=fSfads , ns=fyds , čs=Ífzds . 


Siccome ogni trasformazione lineare eseguita sulle coordinate #,y, dei 
punti di s si ripete identicamente su &,m,Z, è chiaro che Za posizione del 
baricentro non dipende dalla scelta degli assi. Notiamo subito che, se una 
figura possiede un piano di simmetria, questo contiene il baricentro. Infatti, 
se il piano stesso si assume come piano 0xy, ogni elemento sds dell’inte- 
grale & viene distrutto da un altro — 2ds , sicchè £=0. In particolare si 
noti che ogni figura piana ha il baricentro nel proprio piano, e che, se una 
figura possiede un centro di simmetria, in questo punto cade necessaria- 
mente il baricentro. Finalmente si osservi che, se una figura si spezza in due 
parti, s, ed s,, delle quali si conoscono i baricentri, G, e G,, il baricen- ` 
tro della figura totale divide G,G, nel rapporto inverso di s, ad s,. Ciò si 
deduce subito dalle formole evidenti &s=£,8,4-É,53, ecc. 


9. Teoremi di Guldino. Riprendiamo le formole del $ 6, esprimenti 
l’area ed il volume generati da un arco s o da un’area c, che ruotano in- 
torno ad una retta del loro piano. Se questa retta si prende come asse delle 
æ, è chiaro che quelle formole si possono scrivere nel seguente modo : 


A=2nSyds=2mn.s , Vanfydo=2nSSydedy=2mn.0 . 


Dunque l’area ed il volume di cui si tratta si ottengono moltiplicando la 
lunghezza o Varea della figura generatrice per la lunghezza della circonfe- 
renza descritta dal baricentro della figura stessa; e se si vuole soltanto la 
parte di area o di volume, compresa fra due piani meridiani, basterà evi- 
dentemente prendere, invece dell’intera circonferenza, il solo arco che ne 
staccano i detti piani. Ciò premesso consideriamo, più generalmente, un arco 
s o un’area c in un piano che si vada spostando nello spazio in guisa da 
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essere costantemente normale alle trajettorie dei suoi punti. È chiaro che, 
in queste condizioni, uno spostamento infinitesimo si può considerare come 
dovuto ad una rotazione del piano intorno alla sua caratteristica (VIII, 17), 
e però l’area ed il volume elementari in tal modo generati da s o da © si 
possono ritenere, a prescindere da infinitesimi superiori, come misurati dal 
prodotto di s o di o per lo spostamento d} del baricentro. In uno sposta- 
mento finito si avrà dunque A= S sdl=s fdl, V= fodl=c fdl, vale a dire 
che l’area o il volume, generati dalla figura che si considera, si ottengono 
moltiplicando s o c per la lunghezza del cammino percorso dal rispettivo 
baricentro. Questi teoremi sono utili per calcolare certe aree e certi volumi, 
ma possono anche, inversamente, essere utilizzati per la rapida determina- 
zione dei baricentri di certe figure. 


10. Esempii: a) Per un arco di catenarzia, simmetrico rispetto alla normale 
nel vertice, il baricentro G si trova, su questa normale, ad una distanza # dalla 
direttrice, che si calcola (efr. $ 7,5) scrivendo 2rn.2s = 2ra8, vale a dire 


b 
n= ='hb ooto. Dunque G divide per metà il segmento che sulla normale 


nel vertice staccano le normali esireme, a partire dalla direttrice. Invece per 
G', baricentro dell’area chiusa fra il medesimo arco, la direttrice, e le ordinate 
estreme, n è dato dalla formola 2r .2as= rma*d. Dunque n=!/,Bcot o, vale a 
dire che G' è il punto medio di OG. 

b) Il baricentro d'un arco completo di cieloide sta sulla normale nel ver- 
tice, ad una distanza 


1 1 sa. 
NERE yae= == fVydy="h0 
‘ 2V2a Y 
dal vertice stesso. Dunque (cfr. $ 7, c) l'area che l’arco genera ruotando intorno 


alla base è ‘/ara.8a = gra. Seguendo la via inversa, quando si sa che il vo- 


lume generato dall'area compresa fra il detto arco e la base è 5r?a?, si vede che 
il baricentro di tale area, evidentemente situato sulla normale nel vertice, sta ad 
una distanza y dalla base, che si calcola subito ponendo 5r°a* uguale al prodotto 
di 2rm per Bra. Così si ottiene n= ®/, 4. 

c) Sopra una circonferenza di raggio a si consideri un arco LM; siano 
7,0 le coordinate del baricentro G di LM rispetto al polo O, centro della cir- 
conferenza, ed all'asse OL. Per un’osservazione fatta nel $8 si sa che G sta sulla 
bisettrice dell'angolo LOM; quindi la definizione del baricentro dà 


0 
vida en? 
2a0.r=2 facosp.adg=2a" sen , cioè r—@ Fi è 

DI 

0 
Dunque (VI, 10,}) ¿l luogo dei baricentri degli archi d'una circonferenza, con 
un estremo comune L, è una cocleoide, che ha il vertice in L, ed il polo nel 
centro della circonferenza. E per questa proprietà che la cocleoide viene utiliz- 


zata nei tracciati per la costruzione delle volte *). Se si fa attenzione al modo di 


*) Vedi, per esempio, il « Cours de Construction » di N. de Vos (t. I, p. 276). 


Wwww.rcin.org.pl 


399 — 


spostarsi di G quando M percorre la circonferenza una o più volte, sempre in un 
senso, indefinitamente, è facile rendersi conto della forma e delle proprietà della 
cocleoide. Se poi si vuole il baricentro G' del settore circolare LOM, si ha 


ad 
a0.r=2 | froosg.1atdp=3/10%s0n0 , cioè r=tja 2° i 
“o “o 

. e però G' divide OG nel rapporto di 2 ad 1. 

d) Per determinare rapidamente il baricentro d'una semz-circonferenza 
di raggio a basta osservare.che questo punto, evidentemente situato sul diametro 
perpendicolare alla corda, si trova ad una distanza n dal centro, tale che la mol- 
tiplicazione di 2rm per ma, lunghezza della semi-circonferenza, deve produrre 


; 2 N 1 
l’area 4ra? della sfera di raggio a. Dunque n=. Similmente per un semi- 
circolo, ponendo il volume ‘/ ma? uguale al prodotto di 2rm per '/,rma*, area 
del semi-circolo, si ottiene subito n= . Più generalmente si ritrovano, nello 


stesso modo, i risultati del precedente esempio, dopo aver ricordato dalla Geome- 
tria elementare che l’area della calotta ed il volume del settore sferico, generati 
dall'arco LM e dal settore LOM, nella rotazione intorno ad OL, sono 2rra% e 
*/ara°h, dove A è l'altezza a(1-— cos 20). 

e) La superficie d'un toro (cfr. $ 7, e), definito dal raggio a del circolo ge- 
neratore e dalla distanza 5 (maggiore di a) del centro del circolo all’asse di ro- 
tazione, è 2ra.2r5 — 4r°ad; il volume è ma*.2r0=2n°a*d. Più generalmente 
la superficie laterale ed il volume d’un #ud0 (VIII, 20, b), fra due piani qualunque, 
perpendicolari alla linea dei centri, sono 2ral e ma?l, se con l si rappresenta la 
lunghezza dell’arco di questa linea, terminato ai piani stessi. Così, più generalmente 
ancora, la superficie laterale ed il volume d’una barra primitivamente cilindrica, 
che si deforma (flettendo e torcendo la linea dei baricentri) in guisa che sia con- 
servata l'area della sezione trasversale, sono invariabili in tutte le forme che la 
barra va assumendo, fino a diventare, per esempio, un anello, mercè la riunione 
delle basi. 

f) Consideriamo, per finire, una clotoide, interessante curva immaginata *) 
per discutere i fenomeni della diffrazione. Le coordinate d'un punto qualunque 
sono gli integrali di Fresnel 


pira * 6089 ge a ? seng 
c—= E ’ ran = — 
V24 Vo V24 Vo 


che non si sanno esprimere in forma finita, ma dei quali già conosciamo (X,22,d) 


dg , 


i valori per 9 infinito: æ= y =¢ ='/ arm. Si vede subito che 
dy:de = tg@, sicchè ọ è l’inclinazione della tangente sull’ asse 
delle æ, e però, crescendo ọ da zero all'infinito, la curva esce dal- 
l'origine tangenzialmente al detto asse per andare ad avvolgersi 
assintoticamente intorno al punto (c,c), mentre la sua curvatura cresce propor- 
zionalmente all'arco: 


® 
= (2 =y} , Sutan 
v, V2ọ p 


*) Cornu « Journal de Physique » (1874, p. 9). 
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La forma della curva mostra chiaramente che æ ed y tendono a c oscillando in- 
definitamente intorno a questo valore; ma, per conoscere le posizioni dei punti 
della clotoide rispetto al punto assintotico Q, è indispensabile il calcolo approssi- 
mato degli integrali *) di Fresnel. Così, per esempio, se sì divide l'arco OQ in 
infiniti archi OP, , P,Pa, PaPsa PP, ;..., tutti uguali a 2c, le coordinate dei 


punti: Pis Pi; PasP,,- BODO 
med: 1 000,0; 0977... 0. 1,212,23,:0,0,997...:; 
y=c.0,875... ,:0.0,686... , c. 0,991... , c.-0,840...., 


Si noti che P, è il punto più distante dall'asse Oy, che P, è il punto più vicino, 
sull'arco P,Q, all'asse Ox; ecc. Occupiamoci ora della determinazione del bari- 
centro d'un arco qualunque OM. Le coordinate d'un tal punto sono, in virtù della 
definizione, 


sà ty Ir int, 
s='/,p af m i of È Vo] dy . 


Se con f si rappresenta Pao o l’altro dei simboli cos, sen, si i a y =t, 
ed eseguendo ae rispetto a 0, 


o Fà A Maa =ne fa fica SILA fl, 


poi, dio tọ come variabile d’ integrazione, ed integrando per parti, l’ultima 
espressione si trasforma in 


IR PO) O yal n) 1a 
2V2/ evo V29 A, 


e finalmente, sia successivamente cos e sen al posto di n si ottiene 


dọ ; 


=w — psen , n=y—p(1— coso) . 


Dunque il baricentro dell'arco OM sta sulla circonferenza osculatrice in M, al- 
l'estremità inferiore del diametro perpendicolare alla tangente in O. Ora siano 
‘G, e.G, i baricentri degli archi OM, ed OM,, e si noti che, per l'osservazione 
fatta in fine del § 8, il baricentro G dell'arco M,M, cade in un punto della retta 
G,G,, definito dalla proporzione 

dada si , ovvero Rieti 3 

GG G LA Gia ini N 
Dunque : baricentro d'un arco qualunque di clotoide è il centro di similitu- 
dine diretta dei circoli osculatori negli estremi. Osserviamo, per finire, che se 
gli estremi d'un arco corrispondono a valori di ọ, multipli di 277, il baricentro 
dell'arco cade sulla corda; ed in particolare, se uno degli estremi è l’ origine, il 
baricentro cade nell’altro estremo. 


+) Una tavola dei valori di questi integrali si trova nelle « Oeuvres complètes » di Fresnel 
(t. I, p. 319). Vedi anche una memoria di Abria sulla diffrazione della luce nel « Journal de 
Liouville » (1849, p. 248). Quanto ai varii procedimenti immaginati per calcolare gli integrali di 
Fresnel, il lettore potrà consultare le « Leçons d'optique physique» di Verdet (t. I, p. 328). 
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Aree e volumi|aqualundue. 


11. Aree. Limitandoci alle superficie usuali ammetteremo come evi- 
dente che qualunque particella infinitesima della su- 
perficie si possa considerare come situata nel piano tan- 
gente. Ogni elemento dx dy nel piano Oxy è la proje- 
zione ortogonale d’una particella della superficie, la cui 
area si può assumere come elemento dell’area A. Que- 
sto elemento è dunque misurato dal quoziente di de dy 
per il coseno dell’angolo che il piano tangente alla su- 
perficie fa col piano Osy; e per conseguenza (VIII, 1) si ha 


A=SSV1+p*?+9°dady , (7) 
estendendo l’ integrazione a tutte le coppie di valori di x e di y, corrispon- 
denti a punti situati in quella porzione di superficie, di cui si vuol valutare 
l’area. Questa formola contiene quella del $ 6 come caso particolare. Infat- 
ti, nel caso d'una superficie di rotazione, posto Væ? +y? =R , 2 = f (R), 
si ha 


pr —_ Yo aL ,°—- : 
= gf) >R e o p'+9°=f R); 
quindi; passando (nel piano Oxy) dalle coordinate cartesiane alle polari, 


A=/SSV1-+/"R)Ra0dR=/SSRd0ds=2x f Rds ; 
ma se si vuole l’area chiusa in una curva qualunque, tracciata sulla super- 
ficie, bisogna fermarsi ad A=/SSRd0ds, e ciò equivale a prendere come 
elemento di A l’area della particella limitata sulla superficie dai meridia- 
ni 0 e 0+-d0, e dai paralleli R ed R-|--dR. Tale area si può infatti con- 
siderare come quella d'un. rettangolo, i cui lati sono gli elementi lineari ds 
ed Rd0 del meridiano e del parallelo. 


12. Esempii: a) Per calcolare l’area d'un pezzo qualunque di superficie sulla 
sfera 2° + y? + 2° = a?, la (7) dà la formola unica A = (È dx dy, in cui 


rimane soltanto da stabilire i limiti, volta per volta, secondo il contorno del pezzo 
di superficie che si considera. Se si vuole l’area totale della sfera, si ha, calcolan- 
done la sola ottava parte, situata nella regione delle ‘coordinate positive, 


e 
i a 
tsu fa lat —4ma fora 
Va —a—y 


0 


Veramente nel caso della sfera è preferibile adoperare l’ultima formola del prece- 
dente paragrafo, che diventa A—a*SScosydpdy: questa si può anche diretta- 
mente dedurre dalla formola data in principio, tenendo conto delle relazioni 


ec=acosgcosìù , y=asengceosp , s=asenp, 
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per le quali si ha 


=f f wwf f eE atf feos y dedy ; 


ma bisogna aver cura di far sì che l'elemento dell’ integrazione si mantenga posi- 
tivo. Così, per esempio, quando si calcola l’area totale della sfera, tale scopo si 
raggiunge limitando la variazione di d da 0 ad ‘lam, e scrivendo 


1/2 


ai 20 fo fonda Ara? . 


b) Ora proponiamoci di lille sulla medesima sfera, l’area chiusa nella 
curva ($2,/) di Viviani. Questa si projetta sul piano Oxy secondo il circolo 
y’= xæ (a — x), ed è simmetrica rispetto al piano Oxz; quindi 


A=2a «vt 52a fare 77 


Se con 6 si designa l'arco che comparisce sotto l’ultimo integrale, si ha œ =a tg*0, 
e l integrazione per parti dà (IX, 12, c) 


a 
SAT pi i PIP ee E y i 
Jode = bw — aftg*0a0 ona (0 — sen ĝ così) 


Dunque, poichè 0 va da 0 ad '/, quando @ va da 0 
ad a, si vede che A=(m —2)a?. Molto più rapido è il 
calcolo quando si fa uso delle coordinate polari: 

tiar lan 1jam 
A=2a' far cospdy=2a? f (1-seng)dp=(m—2)a?. 


t 
ù ‘9 0 


Fi Cerchiamo di calcolare l’area totale d'un ellissoide. Dall’ equazione 
w? 
S+S +=1 si deduce. 


eta ey e ea? n’y? 
era rp; > 14p+g=S(1- a n» 
dove con e ed y si designano le eccentricità delle sezioni fatte nell’ellissoide dai 
piani Oxz , Oyz. La formola (7) ci dà 


dove l’ integrazione va estesa a tutte le coppie di valori positivi delle variabili, 

2 y? 
soddisfacenti alla relazione = FÉ Se si rappresenta con # il radicale sot- 
toposto all’ integrazione, si Hora facilmente 


2 2 
(@- i+) =l-1, 
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con © variabile da 0 ad t/m, e # da 1 all'infinito. Prendendo # e 0 come va- 
riabili d'integrazione, l’ integrale precedente (IX, 26) si trasforma in 


œ tlam 
D(L, y) 
tdid 
w 0 D(t, 0) 


Intanto, se per brevità si rappresentano con @(#) e ẹ(ċ) i valori dei radicali che 
compariscono nelle espressioni di æ e di y, si trova 


enti Dust, de _ dy _ 
gn (t)così , de OY (¢)sen0 ì gg = 2e (é)sen0 ; zg YCE) 0080 E 
Dunque 


A=8a5 f (| g'(1)W()cos"8 + 9(4)Y'(2)sen?0} dtd ; 


poi, se si osserva (IX,14,7) che gli integrali di cos°040 e sen?0d0, fra i limiti 0 
ed '/,, sono uguali fra loro, e che '/, è il loro comune valore, si ottiene 


A=27ab f EIOMOEZIOLIONTIA 
ossia, finalmente, 
A=2rab) (1— 82) MSI Aa e pirla DA AE e 
| 4 (eVe AE lora een) 


Più oltre non possiamo andare, nel caso generale, poichè ci troviamo in presenza 
di integrali ellittici; ma per e=m e per n=0 ricadremmo sulle formole (§ 7, d) 
relative allo sferoide, rispettivamente schiacciato o allungato. Finalmente, quando 
l’ellissoide non è che lievemente eccentrico, lo sviluppo in serie dà 


A=4rab}1—!/,(e4 n°) +.....}; 
e poichè c®=-aB}1—'/,(e° + nm?) +...|, approssimativamente si ha *) 
Ei 
2\3 TESNA 
A = rab (3) =4r (Vac) : 
ab 

d) Per calcolare con sufficiente approssimazione l’area d’un ellissoide è ne- 

cessario servirsi delle tavole (a doppia entrata) di Legendre, e per questo fa 


d'uopo ridurre la precedente espressione di A ad una combinazione delle forme 
tipiche F ed E. Posto e=sena,m==ksena, dimodochè 


a/b — e c 
n= ft z1 X a= arccos = » 


bl al—-c? 
*) Per la valutazione approssimata dell’area dell’ellissoide vedi il « Calcul intégral » di 


Boussinesq, p. 78*, ed una nota di Peano nei « Rendiconti dei Lincei » (1890, p. 317). 
43 
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la sostituzione #==e:seng trasforma la suddetta espressione nella seguente: 
% % 


2rab\ , de de 
A=-—\coaf—_—_—__+(1-sen'a)f.-——_____—_- 
sena( . f costol/i—x?sen'g + (L— k?sen?g) V 1 — k? sen?g 


Già conosciamo ($ 2,4) il valore del primo integrale : 


$ dọ E(k, ọ)— tgo I— &*sen?9 
EA T a an 
o costgV1—#*sen?o T 


Ora l'integrazione per parti ci dà | 


ọ a 
dọ sa tg9 | £ dọ 
e aa ED fanti r. 
e, COS  Vl—k?sen?ọ V 1—k?sen?ọ so (1—k?sen Q)V1—A?sen®9 
d'onde ricaviamo 
he dg pia E(k,9) k? sen g coso I 
s (1—k’sen?g) yı — k? sen Ie (1—- k?) VI — k? sen?ọ 
; Dunque 


; 


2rab Lia: 
AS a O cosa F(k ’ a) + sen?a E(k, a) 4 seng cosa)1 — k?*sen?a 


e finalmente, sostituendo a k e ad æ le loro espressioni in funzione di a,0,c, si 
giunge alla formola di Legendre: 


2r6 | ear c 3 da c 
— 2 Pra La PD 2 aa ETRS Tha ie > PRPS K akd Bar 
ART e(a aa arecos 2) (a e)E(S =] 


aron 


Qui, come esercizio, proponiamo al lettore di dimostrare che, se a =b? -+ c°, l'a- 
rea è misurata da ma? r8°E -+ me*F, dove E ed F sono gli integrali com- 


4 
pleti, relativi al modulo pi 7 . Così, per esempio, se a°; b?: c° = 3:2:1, 


si trova A=ra?.2,52620923... 


13. Volumi, Se si tratta di calcolare il volume V del solido compreso 
fra un pezzo di superficie, il cilindro che ne projetta ortogonalmente il con- 
torno sul piano Osy, e questo piano stesso, si può (cfr. $ 3) assumere come 
elemento di V l'analogo volume relativo ad un elemento della superficie, il 
quale volume è misurato dalla base de dy per l'altezza z. Adunque si ha 


V= ffzdxdy , (8) 


dove z è una funzione di x e di y, data dall’equazione della superficie. Più 
generalmente si può decomporre un solido qualunque in elementi infinitesi- 
mi del terzo ordine de dydz, e fondandosi sulla definizione dell’ integrale 
multiplo si può scrivere 


Vv=SSSdedydz , (9) 


dove le successive integrazioni si debbono eseguire entro limiti convenienti, 
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da stabilire volta per volta secondo la forma del solido. Se, per esempio, 
questo ha la forma descritta in principio, si può sempre, dopo aver fissati x 
ed y, eseguire l’ integrazione di dz, da cui risulta il valore di 2 in super- 
ficie, dimodochè si ricade sulla (8). Può anche darsi che, fissando invece 2, 
si conosca il risultato a(z) dell’ integrazione di dx dy, sia cioè nota l’area 
della sezione piana fatta nel solido alla distanza 2 dal piano Oxy. In que- 
sto caso la determinazione di V è ridotta ad un’integrazione semplice 


V= fo(z)dz : (10) 


ciò equivale a decomporre V in elementi infinitesimi del primo ordine, con- 
siderando c(z)dz come il volume dello strato che determinano nel solido i 
piani 2 e 2-+ dz, come si è già fatto nel caso particolare delle superficie 
di rotazione, per le quali è c(2)=R?. Infinite altre decomposizioni di V in 
elementi del terzo ordine si possono immaginare; ed è notevole quella che 
nasce dall'uso delle coordinate polari: le sfere definite dai raggi r ed r+-dr, 
i piani corrispondenti ai valori @ e @-|-dg della longitudine, ed i coni de- 
terminati dai valori d e y-+- dd della latitudine limitano un solido infinite- 
simo, che differisce per infinitesimi superiori dal parallelepipedo rettangolo, 
i cui lati sono dr, rcosydg, rdd. Dunque 


V=SSSr®cosyardody , (11) 
come si può anche (IX, 27, è) dedurre dalla (9). 


14. Ad un’altra decomposizione in elementi del secondo ordine (cfr. $ 4) 
si giunge quando si vuole calcolare il volume V del solido compreso fra un 
pezzo di superficie ed il cono che da un punto ne projetta il contorno. Messa 
l'origine nel centro di projezione, è naturale assumere come elemento di V 
il volume del cono, col vertice nell'origine, che ha per base ($ 11) l'elemento 
di superficie V1+ p?-+ 9° de dy. Siccome il volume di questo cono è misu- 
rato dalla terza parte del prodotto dell’area della base per l’altezza (di- 
stanza dell'origine al piano tangente), si ha 


v='/SS(—pr—gqj)dwdy , NALI 


cambiando, se occorre, il segno dell’ elemento. Così, per esempio, per calco- 
lare il volume compreso fra una superficie di rotazione ed i coni che ne pro- 
jettano due paralleli da un punto dell’asse di rotazione, si trova ($ 11) la 
formola V=?/,r SR(Rd:— dR). Questa, in coordinate polari, se si dirige 
l’asse polare secondo l’asse di rotazione, prende la forma semplicissima 
V =?/ m fr’dcos0, che si può anche dedurre dalla (11). Del resto l’ultima 
formola non differisce sostanzialmente dalla formola data nel $ 6, ed a que- 
sta si riduce quando si aggiunge ai due membri il volume del cono, che ha 
per base il parallelo variabile, di raggio R, ed il vertice nel polo: 


1), ®R?2='/,rSR(Rdz+25d4R) , V-t nR? =r Rdz. 
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15. Esempii: a) Il volume totale dell’ ellissoide ILA Fi Ai 


Ne vi ; 


vale a dire, scrivendo i limiti delle successive integrazioni, 


DA A 
Per y=z7 Ve- æ? l integrale di destra si trasforma in 


4 
w? — i i a 
sh) fvi=za=ta(1-5). 
$ 0 


q 
Dunque vende f (1 — gi) do= 1/ mabe. A questo risultato si giunge più sem- 
0 


plicemente mediante la (12): 


re 


Vate f de = ye fdr=]y abc i 
resi pci 
a? 


Nell’un modo o nell’altro, o pure (cfr. $ 5, è) calcolando prima c (z) per adope- 
rare la (10), si trova più generalmente, per qualunque numero positivo 2, quo- 
ziente d’un numero emi por) un numero dispari, che il volume del solido lipitalo 


dalla superficie = ©. gl z7 MP F =1 è 


l 
ppm tte (A) y ra) 
4ab LEI 
v=2 foma:= EE AR, fesa ‘a REN Man ORI 3 
0 P “o ai T (4) 
n 
2 2 2 An 

In particolare è volume chiuso nell’asteroide solido dii y+a5=a? è — a, 


35 
cioè poco più della dodicesima parte del volume della sfera circoscritta. 
b) Per un ellissoide dato mediante l'equazione 


ax? + by? + cez? +-2/y3 + 2g3e +-2hay= 1 


è conveniente l’uso della formola (10), perchè la sezione piana, fatta alla distanza 
z dal piano Oxy, è rappresentata da un'equazione della forma 


ax? tby | +2/y4+-290+2h'ey=0, 


3 
e si sa ($5,4) chela sua area è c(2)=— nD': (a'b — N°). Ora, fissato z , dal 
paragone dell’equazione della curva con quella della superficie risulta 


"RT EE RE II ER RE n E 
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poi 
Dee Ad seta g z= 2D — (ab— h’) , 

' E ES 7 PAD F 


l 
p fe ez°—l pi nea 


e per conseguenza 


a(z) = 


2D i 2arz 
i") feodis ita. 
( ab — h’ J 3Vab— n z 


I limiti dell’ integrazione, per V, sono evidentemente le radici di œ (z2), cioè 
— h? 4 
+y 2> s . Dunque ved 


sVD ` 

c) Date due rette perpendicolari, che non s'incontrano, si consideri un seg- 
mento rettilineo costante, che si sposti appoggiandosi per gli estremi alle due rette. 
Rappresenti 2a la distanza fra queste rette, ed œ l’ inclinazione (costante) della 
retta mobile sulla comune perpendicolare alle rette fisse, dimodochè sia 24:cosa 
la lunghezza del segmento mobile. Si ponga l’origine sulla comune perpendicolare, 
ad eguale distanza dalle rette fisse, e parallelamente a queste si dirigano gli assi 
delle æ e delle y. Scelti in tal modo gli assi, l'equazione della superficie è 


Vab — hk? 


a? 2 


di 
aaa 
e per conseguenza ogni sezione fatta nella superficie con un piano perpendicolare 
all'asse delle z è un’ ellisse, che per z= 0 è una circonferenza, e per z = ta 
tende a convertirsi in un segmento rettilineo collocato sull’una o sull'altra delle 
rette fisse; gli estremi dei due segmenti sono punti singolari. Fissato per # un va- 
lore fra — a ed a, l’ellisse corrispondente ha i semi-assi (a—z)tga ed (a+<)tga; 
e poichè la somma di questi è costante, ne risulta (VI, 45, c) che l’inviluppo delle 
projezioni di tutte le analoghe ellissi sul piano Oxy è un’asteroide. In altri ter- 
mini la superficie generata dal segmento mobile è tutta chiusa in un cilindro di 
altezza 2a, che ha per sezione retta un’asteroide; ed i quattro segmenti curvilinei, 
secondo i quali essa tocca la superficie laterale del cilindro, costituiscono, insieme 
ai segmenti rettilinei collocati sulle rette fisse, come un tetraedro, forma appros- 
simativa del solido generato. Siccome l’area dell’ellisse ($ 5,9) corrispondente ad 


un valore qualunque di z è c(z)=n (a? — 2°)tg®«, si trova subito come valore 
del volume del detto solido 


IP 


a 


V=2r iga flat — de =] mattea j 
0 

cioè i ‘/, del volume del cilindro, giacchè questo volume, misurato dal prodotto 
dell'altezza 2a per l’area ($ 5,7) della sezione retta */s m (2atga)?, è 2rattg* a. 
d) Consideriamo il luogo dei punti, tali che la somma delle inverse delle 
‘loro distanze alle facce d'un tetraedro regolare sia nulla. Siano QQ, 193,83 
i vertici del tetraedro, e q; la distanza fra un punto qualunque e la faccia opposta 
al vertice Q,, distanza che si suppone positiva o negativa secondo che il punto è 

interno o esterno al tetraedro. L'equazione della superficie è 


l 


1 1 l 
oe ESA | 13 
PA Ma PARA 4 (13) 
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ma nessuna delle formole dimostrate nei paragrafi precedenti è direttamente ap- 
plicabile a questo genere di coordinate. Conviene pertanto passare alle coordinate 
cartesiane, ed è utile prendere come assi delle @,y, le rette che vanno dai punti 
medii di QQ; QQ, Q Qa, rispettivamente ai punti medii di Q,Q,, QQ, QQ. 
Se si rappresenta con 2a la distanza di due lati opposti, è facile vedere che le 
eoordinate di Q, Q, ,Q,,Q,, sono rispettivamente (-a,—a,—a),(-@4,4,0), 
(a, —a,a),(a,a,—a), e che per conseguenza si ha 


qV3=—a—y—st+a , qgV3=a—-y+s+a, 
qg V3=—s+y+z+a , giV83=0+y—e+a; 
quindi la (13) si trasforma in 
syz 'hal Hy +e —a)=0 . (14) 


Eccoci dunque in presenza d'una superficie del terzo ordine, che possiede quattro 
punti doppii nei vertici del tetraedro, ha la forma generale d’un tetraedro per così 
dire gonfiato, è toccata, lungo gli spigoli, dalle facce del cubo circoscritto al te- 
traedro, ed è tagliata secondo sei parabole dai piani diagonali del cubo. La sezione 
piana fatta alla distanza z dal piano Oxy è l’ellisse rappresentata dall’equazione 


ayh ey= a?è?— 2°, cioè un’ellisse che ha gli assi paralleli ai lati Q,Q, e 


Q,Q,, ed i vertici situati su due delle sei parabole. Le lunghezze dei semi-assi 
sono Va(a—z) e Va(a+ z), e dal fatto che la somma dei loro quadrati è co- 
stante si può (VI, 45,c) dedurre che, al variare di 2, l’ellisse, spostandosi e de- 
formandosi, resta tangente a quattro facce del cubo: i punti di contatto percor- 
rono quattro spigoli del tetraedro. Ora, nd gg alla questione, basta "osservare 
che l’area dell’ellisse è o(2)=maVa?— z? per ottenere, applicando la for- 
mola (10), 


V=?2ra f Va? — 2° dz =1/, Ta? = a*.4,9348022..... 
0 


Questo è il volume totale, evidentemente compreso fra il volume ê/,a° del tetrae- 
dro inscritto ed il volume 8a? del cubo circoscritto. Notiamo, per finire, che l'e- 
quazione (14) si può anche porre sotto la forma 


æ z 
arosen + aresen = -+ arcsen = =!/,7 ; (15) 


sicchè #,7,,4 rappresentano i lati d'un Jtagrizaaa inscritto in una circonfe- 
renza di diametro a. 

e) Invitiamo il lettore a studiare, più generalmente, le superficie rappre- 
sentate dall’equazione (15), con una costante qualunque nel secondo membro. Qui 
ci limitiamo a considerare quella che corrisponde al valore della costante, e 
che per conseguenza è il luogo dei punti, le cui distanze ai piani d'una terna 
ortogonale sono uguali ai lati d'un triangolo inscritto in una circonferenza di 
diametro a. L'equazione di questa superficie, in forma algebrica, è 


ay’? + 1/,0°(04 +-y' 4 24 — Ryt? — 2220? — awy) = 0 


Www.rcin.org.pl 


— 343 — 


Intorno all’origine, diventando trascurabile il termine del sesto grado rispetto a 
quelli del quarto, la superficie si comporta come la quaterna di piani 


— yi... +2a°y°=(0+yt4)(-a+ty+a)(a-y+4)(o+y—2)=0, 


intersecantisi secondo tre coppie ortogonali di rette, giacenti sulla superficie. Que- 
sta ha dunque un punto quadruplo nell’origine, e sei rette doppie. Tutta chiusa in 
un cubo di lato 2a, le cui facce la toccano lungo le circonferenze in esse inscritte, 
la superficie limita un solido, che ha la forma generale d’un cubo, arrotondato agli 
angoli e sugli spigoli, e scavato fino al centro, a guisa d’imbuto, in tutte le facce, 
Per calcolare il volume d’un tal solido valuteremo prima l’area 
della sezione fatta nella superficie da un piano parallelo ad una 
faccia del cubo. Questa sezione consta, come si vedrà, di due el- 
lissi uguali, con gli assi in comune, le quali si confondono in 
una circonferenza quando il piano coincide con una faccia del 
cubo, e si riducono invece ad una delle tre coppie ortogonali di 
segmenti rettilinei, appartenenti alla superficie, quando il piano 
passa per il centro del cubo. Basta dare all’equazione della superficie la forma 


(a +y? — 29) = 4099? (1 L 5) 


per separare le equazioni delle due ellissi, che in coordinate polari, dopo avere po- 
sto z= &coso, si scrivono così: 


de a? cos? ata a? cos? y 
1-+sengsen20 ’ 1 — seng sen 20 
Ne segue, adoperando la seconda formola (3), che l’area della sezione fatta per- 
pendicolarmente all'asse z, alla distanza æ dall'origine, è 
ilar 1/47 


sengsen20 d0 
2 4 2 — u?)d0 — 8a? cos? h 
a(z) fe u?) dò = 8a? cos fi sen*psen?20 ` 
0 


poi, prendendo come variabile d’ integrazione #=tggcos20, 
tg? 


a(z) =4a°cosg = 4a? ọcosọ , 


dt 
14? 


0 


giacchè, dovendo ¢ọ variare da 0 ad !/ m, è certamente arctg(tg9)=%. Quindi 
la (10) dà 


i ilar È 
\ E 2(£)de=8a? fpsongcospde=a' f oseng dg’, 
“o 0 0 


e finalmente, integrando per parti, 
V =a’ (coso — seng)? = Ta’? . 


Questo volume è appena i */, del volume della minima sfera, che chiude in sè 
l’intera superficie, sfera evidentemente concentrica alla superficie stessa, e tan- 
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gente ad essa in otto punti, che sono altrettanti ombelichi. Con un calcolo analogo 
si trova che la capacità di ciascun imbuto è ‘/,77a*, dimodochè il volume della 
specie di dado, o cubo arrotondato sui vertici, che si ottiene colmando i sei imbuti, 
è 5/,7ra?; e si verifica che la quantità di solido da portar via su ciascun vertice 
del cubo per l’effettiva costruzione del corpo che si sta considerando è una molto 
piccola frazione del volume totale del cubo, cioè 0,00228... 


XII EQUAZIONI DIFFERENZIALI. 


Edquazioni fra due variabili. 


1. Il problema dell’integrazione, come lo abbiamo fin qui trattato, è un 
caso particolarissimo del problema consistente nella ricerca di quelle fun- 
zioni d’una o più variabili indipendenti, le quali funzioni siano legate alle 
variabili ed alle proprie derivate da una 0 più relazioni. Queste si dicono 
equazioni differenziali, e la ricerca delle funzioni incognite è ancora 
un problema d’integrazione. Così, nel caso più semplice, che tratteremo in 
primo luogo, è data l equazione differenziale f(2,4,y,4"-..)=0, e ci si 
propone di trovare tutte le funzioni y per le quali è identicamente soddis- 
fatta l'equazione stessa. Simili equazioni diconsi ordinarie per distin- 
guerle da quelle alle derivate parziali, nelle quali compariscono, con 
due o più variabili indipendenti, le derivate delle funzioni incognite rispetto 
alle diverse variabili. In tutti i casi si chiama ordine dell'equazione l'ordine 
massimo delle derivate, ordinarie o parziali, che sono in essa contenute. Noi 
ci occuperemo quasi esclusivamente delle equazioni del primo ordine. 


2. Integrale generale ed integrali particolari. Suppongasi 
l'equazione f(2,y,y)=0 atta a definire y’ come funzione continua di x e 
di y, e per ciascun punto (x,y) si tracci una retta, nella direzione definita 
da un coefficiente angolare uguale al corrispondente valore di y’. Se imma- 
giniamo che un punto mobile M, partendo da una posizione arbitraria M,, 
si sposti infinitamente poco, fino ad M,, lungo la retta tracciata per M,, 
poi da M, ad M, lungo la retta tracciata per M,, e così via, indefinita- 
mente, è chiaro che l’equazione proposta sarà soddisfatta lungo tutta la 
linea descritta da M. Se poi si prende, fuori di questa linea, un altro punto 
iniziale, si riesce a costruire un’ altra linea analoga, e poi, partendo sem- 
pre da nuovi punti, infinite altre linee, costituenti, tutte, una famiglia 
F(x,y,a)=0. Questa equazione, atta a definire infinite funzioni y, soddis- 
facenti all’ equazione differenziale proposta, si chiama integrale gene- 


www.rcin.org.pl 


— 345 — 

rale dell equazione stessa, ed include infiniti ¿integrali particolari, 
corrispondenti ai singoli valori della costante a. Adunque l'equazione dif- 
ferenziale f(2,y,y)=0 coordina soltanto i punti del piano lungo una sem- 
plice infinità di linee, ma non vincola effettivamente y ad x, giacchè la 
presenza della costante arbitraria æ nell’ integrale generale permette di 
fissare a piacimento, per ciascun valore di x, anche il valore di y. Ne se- 
gue che, se si vuol definire una funzione y mediante un'equazione differen- 
ziale del primo ordine, bisogna inoltre imporre la condizione che, per un 
dato valore di x, la funzione abbia un valore prescritto. In altri termini, 
dati arbitrariamente x, ed yo, esiste una funzione continua y di x, che 
soddisfa alla data equazione f(x ,;y,y)=0, e prende per x=x, il valore 
Yo- Per la validità di questo enunciato sono indispensabili alcune restrizio- 
ni, che non appariscono dalle precedenti considerazioni; le quali, d’altron- 
de, se ci permettono di renderci conto dell’esistenza, della forma e del si- 
gnificato geometrico dell’ integrale generale, non ci dispensano da una rigo- 
rosa dimostrazione analitica *). Qui vogliamo limitarci a richiamare l'atten- 
zione sull’ unicità dell’ integrale generale, cioè sull’impossibilità dell’esi- 
stenza di due distinte funzioni «(2,Y) e v(2,y), le quali possano, ugua - 
gliate a costanti arbitrarie, rappresentare l'integrale generale d'una mede- 
sima equazione differenziale. Infatti, per l'identità fra i valori di y’, rica- 
vati dalle relazioni u = costante e v= costante, si richiede che si abbia 


d(u,v) Mao 

d(@,Y) ESA 
e per conseguenza (V, 30) che vi sia un vincolo fra w e v, dimodochè porre 
v uguale ad una costante è lo stesso che fissare il valore di u, e viceversa. 


3. Integrale singolare. L’integrale generale F(2,y,a)=0 dell'e- 
quazione f(2,Y,y)= 0 soddisfa ancora a questa equazione allorchè si con- 
sidera a, non come una costante, ma come una funzione di x e di y, impli- 
citamente definita da F/(2,y,a)=0, giacchè (cfr. VI, 39) il valore di y’ 


ricavato in questa seconda ipotesi è lo stesso di quello che si otterrebbe 
supponendo a costante. Integrale singolare si chiama appunto linte- 
grale che risulta dall’eliminazione di a fra le equazioni F = 0 ed F,=0. 


Ciò si può esprimere in termini geometrici dicendo che ad una data equa- 
zione differenziale del primo ordine non soddisfano soltanto le infinite curve 
rappresentate dall’integrale generale, ma soddisfa altresì l’inviluppo delle 
curve stesse, rappresentato dall’ integrale singolare. Perciò si suol dire che 
integrale singolare è l’inviluppo degli infiniti integrali particolari. Grazie 
all’esistenza dell’integrale singolare, un punto che si vada spostando con 
continuità, in modo da soddisfare costantemente ad una data equazione dif- 


*) Vedi il « Traité d’ Analyse » di Picard (t. IL, p. 292). 
44 
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ferenziale, non è per questo obbligato a rimanere sopra una curva partico- 
lare, ma può trasferirsi su qualunque altra percorrendo un conveniente arco 
dell’inviluppo *). 


4. È notevole che l'integrale singolare si può ottenere senza eseguire 
alcuna integrazione. Se il primo membro dell’equazione differenziale consi- 
derata f=0 è una funzione continua, dotata di derivate parziali prime con- 
tinue, l'integrale singolare risulta dall'eliminazione di y' fra le equazioni 
f=0, dy 
sentate dall’ integrale generale, e supponiamo che essa tocchi in A la curva 
rappresentata dall’ integrale singolare. Consideriamo un’altra curva parti- 
colare, infinitamente vicina alla prima, e sia A' il punto, infinitamente vi- 
cino ad A, nel quale essa tocca la curva singolare. Si capisce che le due 
curve particolari hanno un punto comune M, infinitamente vicino ad A, le 
cui coordinate é ed y tendono, per conseguenza, alle coordinate æ ed y di 
A quando A' tende a confondersi con A. Ora nel punto M siano ' ed n'4+-% 
i coefficienti angolari delle tangenti alle due curve particolari, che ivi s'in- 
contrano. Si capisce ancora che, nel tendere di A' ad A, le due tangenti ten- 
dono a confondersi entrambe con la tangente in A alla curva singolare, cioè 
si avrà simultaneamente lim&= x, limy =y , limn’ = y', limh= 0. Intanto, 
poichè M appartiene a due curve soddisfacenti all’equazione differenziale 
proposta, si deve avere f(£,m,m)=0,f(5,0,0+2)=0; e la seconda equa- 
zione, quando vi si trascurano le potenze di %, dalla seconda in su, diventa 
f,(&,0,0)=0. Dunque, al limite, /(2,y,y)=0, f/.(2,9,9)=0. 


=Q. Fissiamo infatti una curva, tra le infinite che sono rappre- 


5. Per ciò che riguarda l’integrazione delle equazioni differenziali, non 
esiste un metodo applicabile a tutte le equazioni, e noi dobbiamo qui limi- 
tarci a segnalare pochi casi, nei quali si giunge alla conoscenza dell’ inte- 
grale generale per via di speciali procedimenti : 

a) Se dall’equazione proposta si suppone ricavata una delle possibili 
espressioni di y’, e se per y' si pone dy:dx, si è condotti ad integrare una 
equazione della forma udx + vdy=0, con u e v funzioni di x e di y. L'in- 
tegrazione è immediata (Suds + fvdy= costante) se u è funzione della 
sola x, e v della sola y. Allora si dice che le variabili sono separate. Ciò 
sì può sempre ottenere quando w e v sono prodotti di funzioni della sola % 
per funzioni di y: basta dividere l'equazione per la funzione di y, che com- 
parisce in «, e per la funzione di æ, che comparisce in v. 

b) A separare le variabili si riesce sempre quando « e v sono fun- 
zioni omogenee, dello stesso grado. Infatti, posto y= tx, dimodochè sia 


*) Questa osservazione, così semplice, è stata con somma abilità utilizzata da Boussinesq 
per la « Conciliation du véritable déterminisme mécanique avec l’enistence de la vie et de la 
liberté morale » (Paris, Gauthiers-Villars, 1878). Vedi anche lo studio del medesimo Au- 
tore « sur divers points de la philosophie des sciences » p. 82. 
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u= g”ọ(t) , v= s”p(t), l'equazione si trasforma in 
o) do + Y(t) (tde + edi) =0 ; 
quindi, dividendo tutto per æ e per ọ + tiẹ, ed integrando, si ottiene 
da O 
e) +i) 
c) Assai facile è l'integrazione dell'equazione differenziale f(x,y, y’ )=0 


tutte le volte che in essa manca æ o y, supponendo, beninteso, che non si 
sappia o non si voglia risolvere l'equazione rispetto ad y', altrimenti da 


loga + = costante. 


dy . 
—ì-, ri- 
SER | Jr). 
spettivamente. Supponiamo invece che l'equazione proposta si sappia risol- 
vere rispetto ad x o ad y. Se, per esempio, si ha v= @(Y), posto y=# se 


ne ricava y=Stde=St9'(t) dt, e l'eliminazione di # fra 
o=op(1) , y=to(t)—So(1)dt , 


fornisce l’ equazione cercata in æ ed y. Similmente da y = (y), posto 
PA n (IU _ (O). 
y = t, si deduce «= nora = Li ecc. 


d) Le equazioni del secondo ordine f(2,Y,y,y")=0, nelle quali 
manca x o y, sono facilmente riducibili a quelle del primo, perchè , se 
manca y, si può considerare y’ come la funzione incognita, e l'equazione è 
allora del primo ordine, sicchè l’ integrazione , supposta possibile, conduce 
ad un'equazione F(2,y,a)=0; quindi, integrando ancora, si giunge alla 
relazione cercata fra x ed y, con due costanti arbitrarie, a e b. Se invece 
manca x, basta assumere y come variabile indipendente, e considerare y' 
come funzione incognita, osservando che y= Zy, per ottenere così 
un'equazione del primo ordine, che integrata dà F(y,y,@a)=0; ece. 

e) Quando l’espressione di y’, ricavata da un’ equazione differenziale 
del primo ordine, è del primo grado in y, l'equazione si dice lineare, e l'in- 
tegrazione è sempre possibile. Infatti, se si pone y =w , l'equazione 


y+ yele) = f (æ) 


si trasforma in uv- (v + v9)u=f, e si riduce ad w'v=f se per v si sce- 
glie una funzione soddisfacente alla condizione v + v9=0, cioè, separando 


y=@(x) o y'=%@(y) si ricaverebbe subito y= S9(2)dx o s=f. 


RICE È — | Qda A d 
le variabili ed integrando, v=e So . Dunque u RA, Ei e finalmente 


Pin Pag E 


Occorrono dunque due quadrature, come si suol dire, ossia due integrazioni 


semplici, per calcolare l’ integrale generale di qualunque equazione differen- 
ziale lineare del primo ordine. 
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f) L'equazione di Bernoulli y'|y9(x)=y"f(£) si riduce subito 
alla precedente: basta dividere tutto per y”, ed assumere y'7” come funzio- 
ne incognita. 

g) Interessante è l'equazione di Clairaut y=xy' + f(y). Derivan- 
dola si ottiene (x+ f'(y))y"=0; quindi, successivamente, y'=0,y'=a, 
y=ax-+f(a): questo è l'integrale generale. Se non è y'=0, si deve avere 
x+/'(Y)=0; e se il valore di y, che di qui si ricava, si sostituisce nell'e- 
quazione proposta, si trova l'integrale singolare, e la via seguìta per otte- 
nerlo è proprio quella indicata nel $ 4. 

h) L’ equazione y = £%9(Y) +- ẹ4(y'), quando non è un’equazione di 
Clairaut, è riducibile ad un'equazione lineare, giacchè se ne deduce, de- 
rivando, 

de 20Y)+YW) o 

REI a le ANE 
L’ integrazione fatta considerando x come funzione incognita della varia- 
bile indipendente y° dà una relazione della forma F(x,y,a)=0, e Velimi- 
nazione di y' fra questa e l'equazione proposta conduce all’ integrale gene- 
rale cercato. Più generalmente, tutte le volte che un'equazione differenziale 
si può mettere sotto la forma sa y’), si ottiene, derivando, 


da SRA Ly 
e se questa equazione (del primo ordine i alla funzione incognita y’) 
si sa integrare, l'eliminazione di y' fra il suo integrale generale F(x, y',a)=0 
e l'equazione proposta condurrà alla relazione cercata fra æ ed y. 

i) Se l’espressione di y', ricavata da un'equazione differenziale del pri- 
mo ordine, è del secondo grado in y, l’ integrazione si può eseguire solo in 
casi specialissimi, dei quali ci occuperemo nel paragrafo seguente. Per ora 
ci limitiamo a segnalare alcune notevoli proprietà di siffatte equazioni 


y =y (x) tyrla) + pL) , 
che si chiamano equazioni di Riccati. Quando in un modo qualsiasi si ar- 
riva a conoscere un integrale particolare %, l’ integrazione è possibile me- 
diante due quadrature , perchè, se si pone y=%——, l'equazione prende 
la forma lineare z'-+ (2uọ -+ y)z=%@, e però T integrale generale è 

S eugas 
e 
y=u——| dai (1) 


(2u@+ y)da 
fe . @da 


Quando si conoscono due integrali particolari, l’ integrazione si riduce ad 
una quadratura. Infatti, se dall’equazione proposta si sottraggono le iden- 
tità 

u=wotuyt$ , v=v9p+vx44, 


Www.rcin.org.pl 


— 349 — 
si ottengono le equazioni 


g d 
gesu —u=uy+ue+y ; qrg —e)= (y +o) +y ; 


quindi, sottraendo queste luna dall'altra, ed integrando, 


— u (u—v)ode 
UR Se (2) 
s A 
Se poi si conoscono żre integrali particolari, l’ integrazione si esegue senza 
quadrature, giacchè dalla precedente relazione si deduce subito 
y—u w— 


u 
5 : —— = Costante. 
y—v w—v 


Dunque zl rapporto anarmonico di quattro integrali particolari qualunque 
dell'equazione di Riccati è costante. Notiamo, per finire, la forma sempli- 
cissima alla quale si può sempre ridurre un'equazione di Riccati, pren- 
dendo rispettivamente 


s= ye Se x t= fel! gaa 


come funzione incognita e come variabile indipendente. Si ha 


AE o P EE > a a st) 
dt 2 fXao 2 free Q 5 
e -9 e -9 


e però l'equazione si trasforma in 2 -+ 2° =f (t). 
6. Esempii : a) Per integrare l'una o l’altra equazione 
(3a? — y’)y dæ — (&? — 3y’) xdy =0 , (x? —3y*°)ade + (Bx? — y’ )ydy=0 . 


basta ($ 5,5) porre y= tx, per trasformare così le equazioni in 


dh, —_ 31?)dt n pe }_ 
de _(1-3t*)dt__,, da 1 ® plat i; 
e Ult’) È 1-4 


e dedurne, integrando, 


ayt Vice 
p=a 


ERRO T A 


ciod, rispettivamente. œ? -+-y? =a V2æy , æ? +y°=aVa*—y?, o, in coordinate 
polari, x=aVsen20,r=aWcos20. Dunque gli integrali dell’ una o dell'altra 
equazione rappresentano (VI, 10,7) le infinite lemniscate, toccate nel polo dagli 
assi o dalle bisettrici degli assi. Si verifica facilmente che le due equazioni espri- 
mono una proprietà comune alla tangente ed alla normale, cioè la proprietà di 
fare col raggio vettore un angolo doppio dell’inclinazione del raggio stesso sopra 
una retta fissa: questa è una tangente nel polo o l’asse normale di simmetria, se- 
condo che si tratta della tangente o della normale. 

b) Per integrare (ax -+ by + c)dæ + (a'w -+ b'y + c')dy=0 possiamo 
prendere come nuove variabili &= ax + by +c, =a'xw4+b'y+c', a meno che 
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non sia ad'= da', nel qual caso vi sarebbe già un legame fra £ ed m. L’'equa- 
zione diventa (%'E — a'n) dé — (bé — an)dy = 0 , e per integrarla basta porre 
m=t6; ecc. Se poi ab'=ba', ed insieme ac'=ca', l'equazione, liberata dal fat- 
tore ax +-5y +c, dà ax -4-a'y= costante. Invece per ac'2 ca' si può scrivere 


(ax + by)d(ax +a'y)+ad(ca 4+cy)=0 , 


dimodochè, prendendo come nuove variabili &£—ax + a'y,n=e&-+cy, si giunge 
ad un'equazione della forma (aé + Pm) dé + adn= 0. Basta poi, per separare le 
variabili, sostituire z = a% + Bn ad n: si ottiene (Bz — aa) dé + adz =0; ecc. 

c) L'equazione ysen®+ y'cosa=1 è lineare, e però, per integrarla, ba- 
sta ($ 5, e) determinar prima una funzione v soddisfacente a vsen æ | v'cosæ =0, 
e poi, posto y = uv, cercare tutte le funzioni « soddisfacenti a vu'cose=1. In 
tal modo si ottiene, successivamente, v—=cosa,u=tge4+a,y=sena+4 acosa. 

d) Data ad integrare l’equazione (y — æy’) cosy =l — esen y', se ne ri- 
cavi, per derivarla ($ 5, &), l’espressione di y : 


r r d ’ 
y=x(y—tgy)4+secy , @«seny + gy Y PSE 
Ora, trattando œ come funzione incognita della variabile indipendente y', si trova 
æ= sen y' + acosy', e se ne deduce (1-|-a?)seny=ataVl+a—a?, 
(1+ a?)cosy ax 7Vl+a?— 23; quindi, portando questi risultati nell’ equa- 


zione differenziale proposta, si giunge all’integrale generale 


tia AMET LADRI Klak 
y+ eagle VN taa 4 vipatano : 
— g 


e) In modo analogo si può integrare l'equazione y = æy' + æ?’ f(y’), che 
si trasforma, per derivazione, in 


dæ , «f(Y) 1 


SI 0 
dy' ?2f(y) tg) i 
d PRA Vv , 
d’onde, posto r= f; 5 , si ricava œ = — !/29(Y)(y°). Eliminando y 
f(a) 


fra questa relazione e l'equazione proposta si giunge all’ integrale generale. 
f) Per integrare (a?— x?) dy° +-2aydady + (6*—y°) da°=0, se ne ri- 
cavi il valore di y, e si noti che l'equazione così ottenuta 
y= ay &Vaty”+ 5? 
è ($5,9) un'equazione di Clairaut. Dunque l'equazione proposta ammette l'in- 
tegrale generale y =c% ta? +8*, ossia c° (a° — œ?) +2cxy + (8° — y°)=0, 
2 2 


ni i a fr 
e l’ integrale singolare i pe 3. 


g) Dell’equazione Sp +2y'=0 si scorge subito l’ integrale partico- 
# l 
lare aad A però basta porre aP A e y =Q nella formola (1) per 
trovare l'integrale generale 


l— zy 


+ 1/.loga = costante . 
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Un po’ più generalmente, cercando di soddisfare all’equazione y’ E S 3hy=0 
m 
con y=7 > si trova che m deve annullare m? — 2km +1, e si ottengono così, 


per k21 , due integrali particolari 


k4+Vk?—1 k-VkR—-1 
uzz———_—_—_—— .,, y= ————-j 
æ æ 
poi la (2) ci dà l'integrale generale 
Via i 
ay=hk iodio ; 
Via=1 


k 


® +a 
che converrà porre, per k?<1, sotto la seguente forma : 


i -_ 3 
sy=h-VI=Btg(a+ SR e log) ‘ 


Ai medesimi risultati si giunge (cfr. IX, 14, h) mediante la sostituzione vy =z, 
che permette di separare le variabili : 


da 2kdz 
| 


Di she 1 

h) Consideriamo più generalmente un’equazione di Riccati, già ridotta 

($ 5,7) alla forma y-+ ay°’= f (æ), e segnaliamo infiniti casi nei quali l’equazio- 

ne si lascia integrare con un numero finito di segni algebrici e logaritmici. Que- 

sti casi si riferiscono tutti all’ ipotesi di f(x) proporzionale ad una potenza di «: 
sia f(@)=bx". Se si pone y=uz+v, l’equazione diventa 


uz + (0 + av) + (+ 2auv)s +- au? = ba" , 


{IMA 


n 
cali . 7 x à 
e si riduce semplicemente a z taus =b se per % e v si prendono due fun- 
zioni tali, che le condizioni v + av? —=0, w' +2auv=0 siano soddisfatte. A ciò 


si riesce prendendo v= —, poi «= —;; e così l’equazione si trasforma in 
ax a 


s° > 
sd — R 
z +a- =b ’ 


e si riduce alla primitiva forma ponendo de g= a, Si ottiene infatti 
4 


d | 
Yı + vöy? at- yaar D : 
da, 


e basta prendere v= 


l 
PIT perchè l'equazione si riduca effettivamente alla forma 
primitiva, cioè diventi 


dy F n 
a Tane he , 


4 D ahi i 
20 n, =— ——;. Ora immaginiamo che la sostitu- 
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zione già adoperata si applichi più volte di seguito. Si costruirà in tal modo una 
successione di equazioni di Riccati, nelle quali all’'esponente n succedono 2,, 
Ng, Nge., legati dalla relazione 


co 
MASATE: ’ 
n+3 
essendo n, =n. Se si aggiunge 2 ai due membri si ottiene 
0 giung 


n;K2 MA l 
TE an aaa 


Dunque, cambiando ¿ in #—1,#--2,...,2,1,0, e sommando, 


ni H2= 


Siccome le variabili si separano immediatamente, nell’equazione proposta, quando 
n= 0, si può asserire che l'equazione è integrabile tutte le volte che nella suc- 
cessione n, , Da, Dg,» esiste un esponente nullo. Essa è dunque integrabile 
quando si ha 

1 1 


n 
citati Lero. 
2 n+2 2n+4 


Veramente occorre che TEN) sia Intero e positivo; ma al caso dell’ intero nega- 
ia l 

tivo si provvede facendo direttamente nell’equazione data la sostituzione y= I 

p 1 
a . ”» . e dy 2 n 
e=a,"!. Infatti l’ equazione diventa È + a,y,=byx, , essendo pr ed mT i 
n 
b=—-M=— —— , dimodochè si ha 
n+ 1 
mio n 
nm +47 Rp 


Finalmente, se l’intero non è finito, occorrerebbero infinite trasformazioni; ma 


questo caso, corrispondente all’ ipotesi n= —2, è stato già trattato per altra via. 
Dunque, riassumendo, l'equazione y' 4 ay? =dx” è integrabile per 
LEAD AL ARE, AL. l 6 aT g 72 l 


4 PIE E I DEE S a 

î) L'equazione del secondo ordine y“=f (œ) si può sempre ($5, d) trat- 

tare come un'equazione del primo ordine, considerando y' come funzione inco- 

gnita: y'= f f(x)dx, con una costante arbitraria a inclusa nell’integrale. Poi 
si ba y=Syda=ay — Jedy, cioè 

y=aSf(@da—Sef()da , 
con un’altra costante arbitraria b, dovuta al secondo integrale, sicchè la parte 
arbitraria di y ha la forma ax -+ b, come si poteva prevedere. Anche l'equazione 


y”= f(y) si riduce subito al primo ordine ($ 5, d) scrivendo y'dy' per y”dy, di- 
modochè si ha, successivamente, 


) ,2 à 
‘aY = Jf (y)dy s, VE leso, 
Y V2S/(y)dy 
con due costanti arbitrarie, introdotte dalle successive integrazioni. 
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i) Per integrare y"cosy+y°seny=%' si moltiplichi tutto per dy, e si 
ponga y'dy' al posto di y"dy. Così, dopo avere sbarazzata l'equazione dall’ inte- 
grale ovvio y==costante, si ottiene l'equazione del primo ordine 


d lA 
Y c08y4+-y'seny=1 : 


dy 
che ammette, come si è visto, l’ integrale generale y'= sen y + tgacosy; quindi 
dy cosa dy y+ a 
o E A elit ela te —T , 
s J seny + tgacosy sen (y + a) ofS h 2 


con a ed « costanti arbitrarie. 
k) Similmente, data l'equazione y"(14+yy)=y'(1-+y"), si può subito 
porla sotto la forma 
dy _1+yy 


PE RETE K , 

Sb 
ed integrarla ($5,e) trattando y’ come variabile indipendente. Si può anche co- 
minciare dal porre l'equazione sotto la forma 


(1+y°)(dy—dy)=(1+yy)dy —(1+y°)dy'= (y —y')y'dy' è 


per dedurne, successivamente, 


dly —y' ydy' f Sea 
CLE Port PIRA iyt eA Fy; 
pro 14 y 
poi 
RVY 414? 
= ft Vy a dy , 
y — k 


e finalmente 
a=a+hlog(y4+Vy+1—4°)+log(y—AVy+1—#?), 


con a e k costanti arbitrarie. In particolare per k =1, se prima si prende 
a= — log (1—&k?), si scopre l’integrale semplicissimo y =VI 4e. 

1) L'equazione yy'y'=y"°-+y"*, quando vi si considera y come varia- 
bile indipendente, si riduce ad un’equazione di Clairaut 

r, _ (UY 
y=. 
e però il suo integrale generale si ottiene integrando y =ay—a?, ed è, per con- 
seguenza, y =a -+ de“, con a e b costanti arbitrarie; ma l’ integrale singolare 
4y =y? ci rivela l’esistenza di infiniti altri integrali (a — x)y=4, non conte- 
nuti nell’integrale generale. 

m) Finalmente, per vedere come l’uso delle equazioni differenziali possa 
condurre alla scoperta di notevoli proprietà delle funzioni, si consideri l'equazione 
differenziale i 

dọ dy 


—— + —_—=--——_- =0 (3) 
V1—k4?seng VIT #?sen 
che ammette, evidentemente, l’integrale generale 
F(k,9)-+-F(k,y)= costante , (4) 
45 
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e si cerchi di pervenire per altra via alla conoscenza di tale integrale. Rispeito 
alla variabile indipendente œ = F (k,ọ), è chiaro che le funzioni «= seng e 
v=seny hanno le derivate 


u'=cospll—A?seng , v=—cosyV/l1— k? sen) A 
e però soddisfano entrambe alle seguenti relazioni; 


y =U) , y'= (HK) y HRY . 
Ne segue 
vu — uv = — (u? — v?) (1 — ku?) , vu”—uv’=?k?uv(u?— v?) ; 
quindi, successivamente, 


vu’ — uv" _ - kuv(ww) vu' — uv' 


vu — uv — 1—Aî(uo? ’ 1— kuw? 


= costante. 


L'ultima relazione, quando ad «,v,w',v' si sostituiscono le loro espressioni in @ 
e +, diventa 


sengcosy) 1— A?sen?y -+ senp coso |/ 1 — k? sen?o 
A UU I I MM IMa. 
AR VAT P costante. (5) 


Questa non è se non un’altra forma dell’ integrale generale dell'equazione (3), e 
però, se si rappresenta con seno la funzione di ọ e 4, che comparisce nel primo 
membro di (5), l'osservazione fatta in fine del $ 2 permette di asserire che il 
primo membro di (4) deve potersi mettere sotto la forma f(c). Or poichè, per 
$=0, o si riduce, in virtù di (5), a 9, è F(4,9)=f(9). Dunque, se si ha 
F(k,9) +-F(A,)=F(4,0), 

o é vincolato a ọ e ẹ} dalla relazione 

(1 — A?sen?gsen*p)seno = sengcosyl1— k? sen*p + senp coso 1 — k?sen?ọ . 


Questo è l’ importante teorema di addizione degli integrali ellittici di prima spe- 
cie *), scoperto da Eulero. È utile notare che l'ultima relazione si può anche 
porre sotto le seguenti forme: 


cos o = cos ọ cos 4 — sen ọ sen Y| 1 — #?sen?o , 
_ tgoV1— k?sen?y -+ tgẹ h1 — k*sen?o 
l — tgo tgy V (1 — k?sen?ọ) (1 — k?sen?y) 


In particolare per k=0 si ritrovano le formole di trigonometria, che danno i va- 


lori di sen (ọ + ẹ}),cos (ẹ +), tg (ẹọ-++ +). Ancora si noti che, per o='/,, po- 
nendo g@=w, si riesce a determinare l’amplitudine @, per la quale F (k,ọ) di- 


tgo 


4 
venta uguale ad !/,F(k): essa è p= arccot 1—&?. Ciò permette di risolvere 
una questione posta precedentemente (XI, 12, d). 


*) Per le altre specie vedi Schloemilch, /oc.cit., p. 59. 
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Applicazioni geometriche. 


7. Curve piane: a) Quando si vuol conoscere la curva, per la quale il seg- 
mento staccato dalla tangente sopra un asse, a partire da un punto fisso, sia una 
funzione prescritta dell'angolo che la tangente stessa fa con l’asse, si ottiene un'e- 
quazione di Clairaut, e la curva cercata è data dall’integrale singolare, men- 
tre l'integrale generale rappresenta l’ insieme delle tangenti. Così, per esempio, 
se si vuole che il segmento staccato sull'asse delle œ, a partire dall’origine, sia 
proporzionale ad y’, come si è condotti a supporre quando si cerca l’antipedale 
(VI, 45, h) d'una retta rispetto ad un punto, si deve integrare y = ay'— ay. . 
Ne segue, derivando, che, o dev'essere y'—=0, e successivamente y'= k, 
y=ka — k?a, equazione d'una famiglia di rette, tangenti alla parabola x? =4ay; 
o si deve avere x= 2ay', e conseguentemente 2° —=4ay. Similmente, se si do- 
manda per quale curva i segmenti staccati dagli assi sulle tangenti sono di ugual 
lunghezza, si è condotti ad integrare l'equazione 


j ay 
y=ay +, 
Vi+y 


2 2 2 
ed anzi basterà ($ 4) determinarne l'integrale singolare: 2*+y*=?. L'elimi- 
nazione mediante la quale si giunge al risultato non differisce, in fondo, da quella 
che si dovrebbe fare (VI,45,0) guardando il problema dal punto di vista della 
teoria degli inviluppi. 

b) Analogamente si procede se invece della tangente si considera la nor- 
male, nel qual caso l'equazione da integrare ha la forma æ+ yy' = f(y'), e si può 
subito risolvere (c/r.$ 5,4) rispetto ad y. Del resto si può anche cominciare dal 
derivare l'equazione, per eliminare poi 4y fra l'equazione che in tal modo si ottie- 
ne, cioè Ly? +yy'=f'(M)y" , e l'equazione proposta. Si giunge così all’ e- 


quazione lineare 
, da % yf u) — ru’) 
y dy = JR + 2 
POT l+y 
che si sa integrare. Se F(2,y',a)=0 è l'integrale generale, basterà poi fra que- 
sto e l'equazione proposta eliminare y' per trovare l'integrale generale cercato. 
Se, per esempio, si vuole una curva tale che i segmenti staccati dagli assi sulle 


normali abbiano tutti la lunghezza a, si è condotti ad integrare 


A ay 
ET E SAR 


Viy’ 


e si trova che l’ integrale generale risulta dall’eliminazione di y' fra 


ari vba) i s= alta) 


Del resto basta conoscere una curva sola che risponda alla questione, per cono- 
scerle tutte; e però possiamo limitarci a fare, per esempio, k = '/,. In questa ipo- 
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tesi le precedenti uguaglianze diventano 


o=-T_|l+y}-0-yY?| , y= —T"J0+w+0-y}{, 
8(14+y°) 8(1+y°) 


2 3, 2 
e se ne deduce, per eliminazione di y', (æ OA . Dunque 


le curve cercate sono parallele ad un’asteroide, che ha i vertici sugli assi; e per 
conseguenza (VI, 45,/) esse sono, come si poteva prevedere, le infinite svilup- 
2 2 2 
| panti dell asteroide a* +-y*= a. 
c) Quando si cerca una curva tale, che il segmento intercetto da un asse 
sulla normale, a partire dal punto d'incidenza, sia una determinata funzione del 
segmento intercetto sul detto asse dalla normale, a partire da un punto fisso, si è 


condotti ad integrare un’equazione della forma yVi +y’ =r (æ +yy'). Deri- 
vando si ottiene un’equazione che si scinde in 

y 
—==f(@+yy) . (6) 
Vi +y” 
Se fra l’ultima e l'equazione proposta si elimina y',si ottiene l’ integrale singolare, 
che rappresenta la curva cercata. Invece integrando la prima delle (6) si ha 
æ -+ yy =a, e finalmente, portando il valore di y‘ nell'equazione proposta, 
(e — a) +y*=f?(a), equazione d'una famiglia di circoli, tangenti alla curva già 
ottenuta. 

d) Se si vuole la curva, per la quale il raggio di curvatura in ciascun punto 

si esprime mediante una data funzione dell’ascissa del punto stesso, bisogna inte- 


,a LA 
l+4y+yy=0 , 


3 
va T equazione (1 +y”) =y" fla). Qui le Mr si separano subito, e si ha 


AE ji ecc. Per esempio, se no si ottiene la curva ela- 


Vi 


stica, rappresentata dall’equazione y = De car . Essa è il profilo d'una lama 
a 


tyi 
elastica, mantenuta ad un'estremità, e piegata per effetto d'una forza applicata al- 
l’altra estremità. 
e) Cercare una curva piana, il cui raggio di curvatura sia uguale al seg- 
mento staccato sulla normale da una retta fissa, a partire dal punto d’incidenza. 
L'equazione che si ottiene è 


X 
„22 —T- 
ET LU gi a proo 
y” 


Se si prende il segno —, l'equazione precedente è la stessa di quella ottenuta poco 
innanzi, e però i circoli stanno fra le curve cercate. Invece col segno -+ si ottiene 
14+y°—= yy”, o, moltiplicando per dy, e scrivendo y'dy' al posto di y”dy, 


'd r s i 
ne ADI Le SE N 


SG rd a ’ ef 
Y 14y Vy° — a 
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poi, fissando l’origine in modo che per œ =0 si abbia y =4&, 


3 pi T a, Z, -$ 
E A er , cioè y=5 (e te VE 
a ~ 


equazione d’una catenaria. 
f) Più generalmente, l'equazione differenziale delle linee di Ribaucour 
(VI, 15,4) è 
È 
'’ 2 rr» E ,2 a 
(+y ) =ky V Lpy" , cioè 1+y =kyy , 


y” 

e se ne tenta l’ integrazione ponendo y'dy' per y”dy. Così l'equazione diventa 
dy_, yay stia J 
Int PI ,edà y=a(l +y ) 3 , cioè v=V(2}-. . 

E n a 


Ne segue 


Questa è l’equazione generale di tutte le linee di Ribaucour. Essa non si può 
(X, 10) porre sotto forma esplicita finita, con segni algebrici e logaritmici, se non 
quando è intero uno dei numeri '/,&,'/,(X—1), cioè quando k é un numero 
intero. Si ritrovano così la circonferenza e la catenaria per k=— l e k=l; 
poi la cieloide per k= —2, la parabola per k=2; ecc. 

g) Più generalmente ancora, la ricerca delle curve, per le quali il raggio di 
curvatura è una data funzione del segmento di normale, compreso fra il punto di 
incidenza ed una retta fissa, è sempre riducibile a due quadrature successive. Sia 


infatti t=yV1 + y° la lunghezza del segmento di normale, e si scriva la curva- 
tura nel seguente modo: 


pri gio ay; e ire aloni ge lyy% 
RAT SPAM aE a E aaa i SAE OA 
e (H ty’ Fay Viy i 5 
L'equazione p= f(t) si trasforma subito in 


HS 


pr EE Die FTO —o(t) ; 


PL TO 
,_VE-PA) _ fo) (dt, 
sii SII ea Cb 9 

eCe) Ve—#() 

Questo problema si presenta tutte le volte che si tratta di determinare le superfi- 

cie di rotazione, caratterizzate da una data relazione fra i raggi principali di cur- 


e dà y=te 


poi 


ece. 


. vatura. 


8. Trajettorie. Il problema delle trajettorie consiste nella ricerca delle curve, 
che incontrano sotto un angolo costante w tutte le linee d'una data famiglia 
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9(2,y,a)=0. Ciò si EA scrivendo che, qualunque sia il valore del parame- 
tro a, si deve avere 


dp , dp 
na HTS 
de ER, 
”» ta 
cioè 
da Ta dy 
dọ iain d9 
SE seno +55 cos E Ra TURE 


Se in questa relazione si sostituisce il valore di a, ricavato da g=0, si ottiene 
un'equazione differenziale del primo ordine, la cui integrazione conduce all’equa- 
zione $(2,y,0)=0 di un’altra famiglia di curve, le quali godono della proprietà 
richiesta. In particolare la ricerca delle trajettorie ortogonali delle curve @=0 
si fa integrando l'equazione differenziale che risulta dall’eliminazione di a tra ọ =0 
dp 
da 
punto del piano passano, in generale, due curve (e due sole) appartenenti alle due 
famiglie, queste possono servire di fondamento ad un sistema di coordinate cur- 
vilinee, poichè ciascun punto è individuato dalla coppia di valori a e b, caratte- 
rizzanti rispettivamente in g-=0 e p =0 le due particolari curve che lo conten- 
gono. Un tal sistema di coordinate si dice ortogonale quando w= '/ąm. Così, 
per esempio, le ordinarie coordinate cartesiane hanno per fondamento due si- 
stemi di rette parallele, mentre le coordinate polari sono fondate sopra un fascio 
di rette e la famiglia dei circoli concentrici, ortogonali alle rette del fascio; ecc. 
Ora risolviamo il problema delle trajettorie in alcuni casi particolari : 

a) Per trovare le trajettorie ortogonali dei circoli di raggio a, che hanno 
i centri sopra una retta (che conviene assumere come asse delle ascisse), si deve 
eliminare è fra le equazioni 


(eb) +y =a , 


e dæ:— =dy: a . È utile sapere che, se le due famiglie sono tali che per ogni 


dæ _ dy 
ab y 


, 


dimodochè, posto y =a sen 0 , convenendo che per 0=*/ m sia w= 0, si ottiene 


s= [V= I iyi af d=a( cos 9 + log tg 3): 


vale a dire che le strajettorie ‘(le quali sono evidentemente delle ¿rattrici) si ot- 
tengono spostando parallelamente all’ asse delle ascisse la curva rappresentata 


6 
3): y=asen0. Del resto è facile verificare 
che la sviluppata di questa curva è una catenaria. Per w qualunque si trovereb- 
bero le altre sviluppanti della catenaria. 

5) Il fascio di circoli x? +-y° —a*=2pay può essere [rappresentato anche 
dalla sua equazione differenziale 2xyda = (æ? — y? — a°) dy , che si stabilisce eli- 
minando il parametro p. fra l'equazione precedente e quella che se ne trae per dif- 


dalle equazioni a = @ (cos 0-4+log tg 


d d ; 
ferenziazione. Il cambiamento di - in -= conduce all’equazione differenziale 


delle trajettorie ortogonali dei circoli del fascio; e poichè l’equazione che in tal 
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modo si ottiene, ossia 2xydy=(y* — æ? + a?) dx, non differisce da quella del fa- 
scio se non per lo scambio di œ con y, ed il cambiamento di a? in — a?, si vede 
subito, senza che occorra integrare, che le dette trajettorie costituiscono un altro 
fascio di circoli œ” -+ y? + a* —2Xax. I due fasci servono di fondamento al si- 
stema *) delle coordinate dipolari u=',10g {7} s, u= arccot i. 

c) La determinazione delle trajettorie ortogonali di qualunque famiglia di 
circoli dipende da un’equazione di Riccati. Le coordinate é, del centro d'un 
circolo ed il raggio a siano tre funzioni note dell’arco s della linea dei centri. Sia 
ọ l’ inclinazione della tangente a questa linea sull’asse delle ascisse, e 0 l'angolo 
che la tangente ad una trajettoria, nel suo punto d'incontro (4,7) col detto cir- 
colo, fa con la normale alla linea dei centri. Si ha 


«=&—asen(04+9) , y=m+acos(0+ 9), 


e per conseguenza 


da da dð 1 
= = — — = to da 0 
=o E sen(0+ 9) a(i he0) , 


dy da (7 1 ) ) 
o da cos (0+ 9) —a F AMLEN sen(0 + 9) ; 
quindi, poichè dev'essere — dæ: dy = tg (0 + ọ), si vede che la funzione incognita 
6 soddisfa all’equazione differenziale 


in cui p, raggio di curvatura, è una funzione nota di s. Basta ora assumere come 


funzione incognita #= 83 per essere condotti ad un'equazione di Riccati: 


l 


dr (+4) 0+'h(7-2)=0 i 


ds a 


Del resto la conoscenza dell’integrale generale non è indispensabile per la ricerca 
delle proprietà delle trajettorie, giacchè, tenendo conto dell’equazione differenziale 
solo in quanto permette di esprimere 0' mediante 0 e funzioni note di s, le for- 
mole precedenti diventano 


22 — (send —a')sen (0+9) , W L — (sen0—a')cos(0-49) . 


Dunque il differenziale dell'arco d'una trajettoria ortogonale è ds, = (send —a')ds; 


e poichè l'angolo di contingenza è manifestamente d0 + pis , si vede che il raggio 


di curvatura è dato dalla formola p,cos6—-a (sen 0— a’). In particolare per a'=0 
si ritrova, generalizzata, una proprietà della trattrice: ¿l centro di curvatura in 
ciascun punto d'una trajettoria ortogonale d'una famiglia di circoli uguali 
appartiene alla corrispondente normale della linea dei centri. È facile poi ve- 
dere che, una volta determinata 0 in funzione di s, l'equazione intrinseca delle 


*) Analisi algebrica, p. 320. 
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trajettorie risulterà dall’eliminazione di s fra le uguaglianze 
ss=Ssendds , p,=atgì. 


d) Per trovare le SA So, delle coniche omofocali 
y? 
a? T À TELA pE 
si formi prima, per differenziazione ed eliminazione del parametro à, l'equazione 
differenziale di questa famiglia di curve: 


(yda — xdy) (xdæ + ydy) + (a° — b’) dædy =0 . 


d 
Siccome il cambiamento di Z in EF non altera l'equazione, se ne conclude che 


le trajettorie cercate sono le coniche stesse; e ciò si spiega osservando che, fissati 
æ ed y, si ricavano dalla prima equazione due valori di à: uno, compreso fra 
— a? e — b’, corrisponde ad un’ iperbole ; l’altro, maggiore di — 5°, corrisponde 
ad un’ellisse. Passano dunque per ogni punto del piano, tagliandosi ad angolo retto, 
un’ellisse ed un’iperbole, che hanno i fuochi in due punti dati; ed i valori di À, 
che le individuano nell’ intera famiglia delle coniche dotate dei medesimi fuochi, 
sono le coordinate ellittiche del punto che si considera. 


9. Superficie: a) Proponiamoci di determinare le trajettorie ortogonali delle 
generatrici rettilinee del paraboloide iperbolico xy =az, e consideriamo, per 
esempio, le generatrici del primo sistema, cioè quelle che son perpendicolari al- 
l’asse delle æ. Le loro equazioni sono, se si vuole, æ =at, y =z: t, dimodochè in 
un punto qualunque i coseni direttori d'una generatrice sono proporzionali a 0, 1, 
t, mentre quelli della tangente alla curva incognita sono proporzionali a dx ,dy, 


dz. Se nella condizione di ortogonalità dy -+ tdz =0 si sostituisce ea t, si ot- 
1 


tiene ydy + zdz =0, quindi y°-+-2*—a?. Dunque le trajettorie ortogonali dei 
due sistemi di generatrici rettilinee si projettano sui corrispondenti piani direttori 
in circoli concentrici. 

b) La determinazione delle trajettorie ortogonali delle generatrici di qua- 
lunque superficie rigata si può sempre fare con una sola quadratura. Supponiamo 
che la posizione d’un punto sulla superficie si definisca mediante le (VIII, 11) so- 
lite coordinate v e v, dimodochè sia X=a-+av,Y=y+5v,Z=z-+ cv, dove 
%,Y,z,4,b,c dipendono soltanto da u. Se si rappresentano con @',y,...,c° le 
derivate di queste funzioni, si ha 


dXK=(x'+a'v)du+ adv , dY=(Y+4+bd'v)du+ bdv , dZ =(2-|+cv)du+cdv , 


e la condizione di ortogonalità Zad X=0 diventa (aw' +- by' + cz')du+-dv=0, 
da cui subito si ricava, integrando, v=— f(ax' + by' + cz’) du. Trovata una tra- 
jettoria v= f(u), tutte le altre sono date da v== f(u) -+ costante, e però due 
trajettorie qualunque intercettano segmenti uguali su tutte le generatrici. 

c) Nella rappresentazione di porzioni limitate della superficie terrestre si è 
condotti a considerare le linee di livello, ossia le intersezioni della superficie con 
piani orizzontali. L'equazione stessa d'una superficie F(@,y,z)=0 rappresenta, 
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— di 
per ciascun valore di z, una linea di livello, projettata sul piano Oxy, supposto 


orizzontale. L'eliminazione di z fra le equazioni F =0 e — oi ho at cons 


da 


duce ad un'equazione differenziale del primo ordine, che rappresenta appunto l’ in- 
tero sistema delle linee di livello, ed anche, mediante il suo integrale singolare, 
l’inviluppo delle linee stesse, cioè (cfr. VIII, 3) il contorno dell’ombra della su- 
perficie sopra un piano orizzontale, per un fascio verticale di raggi luminosi. Se 
poi nell’equazione differenziale delle linee di livello si cambia y' in —1:y/, l'in- 
tegrale generale della nuova equazione rappresenta le projezioni orizzontali delle 
linee di massima pendenza, trajettorie ortogonali delle linee di livello *). 

d) Proponiamoci di trovare le linee di curvatura dell’elicoide a piano di- 
rettore (VIII, 31, b), cioè della superficie costituita dalle normali principali di un’e- 
lica circolare. Se 7 e 0 sono le coordinate polari della projezione d'un punto qua- 
lunque della superficie sopra un piano perpendicolare all’asse del cilindro, si ha 


z=a8, dove 0 =arctg 2 , e per conseguenza 

a . 
3=7 così . 
Ora la nota (VIII, 36) equazione differenziale delle linee di curvatura diventa 


2 così—(14-£ 5)sen0 4) 50004 (14 £ S) coso as 
"DT SIP: DS — | 20, 
7 send — così dd — 0080 +sen0 d0 


I ud er i ro 
cioè (1 Hyrja dð“, da cui subito si deduce 


Pg Ea 
t0= +0, 
dr 


( 2(0-0) — Pia i 


e finalmente 


REA 


Queste curve, projezioni delle linee di curvatura sul piano direttore, si ottengono ‘ 
facendo girare intorno al polo la spirale »—='/,@(e° — e). i 

e) La ricerca delle assintotiche è fondata (VIII, 41) sull’ integrazione del- 
l'equazione differenziale rdæ? + 2sdx dy -+ tidy? = 0. Nel caso dell’elicoide a piano 
direttore si trova che r,s,7 sono proporzionali a —2axy,a° — y*,2xy, e però 
l'equazione da integrare è — wyda? + (æ? — y’) dedy + wydy? =0, vale a dire 
(ydæ— ædy) (xdæ + ydy) =0. Essa si scinde nelle due 


ydæ — dy =0 , dæ + ydy =Ù , 


la prima delle quali fornisce le generatrici (y = kæ), mentre l'altra dà 2°4+-y*=a?. 
Le assintotiche dei due sistemi sono dunque ortogonali, e però, come già si sape- 
va, la superficie è di area minima. 


*) Per una minuta discussione di queste e di altre notevoli linee vedi il « Calcul différentiel » 
di Boussinesg, pp. 229*-243*. 
46 
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f) All’equazione differenziale delle assintotiche giova dare un’altra forma 
che riesce più comoda quando le coordinate dei punti della superficie sono date in 
funzione di due variabili indipendenti, w e v. Siccome si ha 

rda* +-2sdady +-tdy°=—pd’x—qd'y+ dz, 
e d’altra parte 
dzy) ___dY,3) d(x,y) _ d(x,z) d(z,&) d(x,y) 
FIED ~ (u,v) d(u,v) | ATR JAT i d(u, v) d(u,v) ’ 
la detta equazione si può mettere sotto la forma 
d(Y, 2) D(z a) | 
dD (u, v) d(u, v) 


quindi, se si osserva che 


2y 4 ò (v, 9 atg kiii: 


d°x + da, DI 


de= saye De Cla Z dudv +95 go j ade. ; 


du? 
si ottiene 
Adu? + 2Bdudv4+ Cd? =0 , (7) 
dove 
de da da o_|dx de da __| do de da 
aa DRITTE ia E 
dy dy Vy dy dy Vy dy dy dy 
du dv du du dv dudv du dv dv 
da dz Dz da da da da da dz 
du dv du du w dudv | du do do 


Così, per esempio, nel caso delle superficie rigate (VIII, 11), ad #,y,z bisogna 
sostituire X=x+av,Y=y+0v,Z=z+ cv, e si trova 


mentre © è una funzione quadratica di v, i cui coefficienti dipendono, in generale, 
da u. Se la superficie è sviluppabile (VIII, 9) si ha @=0, e l'equazione (7) si 
riduce a du’ =0, vale a dire che i due sistemi di assintotiche si confondono nel- 
l’unico costituito dalle generatrici (n= costante). Se la superficie non è sviluppa- 
bile, 3 non è nullo, e la (7) si scinde in due equazioni, cioè du=0, a cui soddi- 
sfano le generatrici, e 


Z =o (u) + orlu) +4 (1). (8) 


Dunque ($ 5, è) la determinazione delle curve assintotiche d'una rigata gobba 
dipende da un'equazione di Riccatî. Ne segue che quattro assintotiche qua- 
lunque incontrano le generatrici in una quaterna di punti, il cui rapporto 
anarmonico ha un valore unico per tutte le generatrici. Inoltre la conoscenza o 
di un’assintotica permette di determinare tutte le altre mediante due quadrature. ] 


gg 
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In particolare ciò accade per tutte le rigate a piano direttore, perchè l’annulla- 
. mento identico di 
Dolu) =|a a a 


DE bd 
| 


lE A fe 

riduce la (8) ad un'equazione lineare, la cui integrazione ($ 5, e) richiede appunto 
due sole quadrature; e d’altra parte il detto annullamento è (IV, 9) necessario e 
sufficiente per l’esistenza di tre costanti l,m,n, tali che sia la+-mb+ne=0 
indipendentemente da w, vale a dire perchè le generatrici sian tutte parallele ad 
un piano fisso. 


g) Riprendiamo l’elicoide a piano direttore, e proponiamoci di determinarne 
le geodetiche. La ricerca di queste curve è fondata sulla relazione che esprime la 
perpendicolarità della binormale della curva incognita, in ciascun punto, e della 
normale alla superficie. Siccome i coseni direttori della binormale sono propor- 
zionali a dyd°z-- dsd°y ,dzd*x—dad°z, ded*y — dyd*x, mentre quelli della nor- 
male alla superficie sono proporzionali ad ay, — ax,@*+ y°, si deve avere 
ay(dydîa— dz d'y) — as (deda — da d’z) + (2°44?) (dedy —dyëa)=0 , 
ovvero 

a(zdæ+ydy)dz —a (sdu ydy)dz+ (a° +y?)(dod'y—dyd'w)=0. (9) 
Intanto da œ? -+ y? =? si deduce 
ædæ + ydy =rdr, æde -+ ydy = rar —r?d0? , 
ed è noto (V,11,c) che 
dad*y — dyd°a= (r°d0* + 2dr? — rd*r)d0 ; 
quindi la (9) si trasforma in 


r” = r 
i Ta coi , 


mettendo da parte l’ integrale 0= costante, che definisce le generatrici rettilinee, 
par: 
Al primo membro si può (§ 5, a dar la forma r' dr) quindi è naturale assumere 
come funzione incognita u=r° . Così l'equazione diventa 
du 4ru 
dr r?pa’ +2r, 
ed è noto ($ 5, e) che questa si può integrare prendendo 


f 4rdr 


u=ve PFARA Eao, 
dove la nuova funzione incognita v deve soddisfare all’equazione 
dv 2r 
dr (4a 
Ne segue 


l 1 l 
CR SR 
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con è costante arbitraria. Finalmente 
+(0—09)= f: ee E 
Vie +a) eat) 


Il secondo membro, integrale ellittico, non è calcolabile, generalmente, con segni 
algebrici e logaritmici, in numero finito; ma per b=a si ha 


. A i 
+0—0)= f" adı aele Vi Pile a 


J rV + a? I 


e finalmente 
2a 


petit rente a 
a WFO kA 0-03) 


Equazioni lineari. 


10. Continuando a parlare delle equazioni fra due variabili, fermiamoci 
a considerare specialmente quelle che contengono linearmente la funzione 
incognita e le sue derivate, cioè le equazioni della forma 


YO +y (+ y (0) + + fs) +=), (10) 
le quali diconsi lineari. Quando f(x) è 0, l'equazione si dice incompleta : 
yY” + 4 ft E) HY ma) +90) =0 A) 
Questa gode evidentemente della proprietà che ogni suo integrale, cioè ogni 
y soddisfacente all’equazione non cessa di soddisfare quando viene moltipli- 
cato per una costante, o sommato con altra funzione analoga. Ciò premesso 
è facile dimostrare che, se y,,Y2;.-., sono n integrali particolari, linear- 
mente indipendenti, d'una equazione lineare, incompleta, di n°""° ordine, 
l'integrale generale è 
Y =Y, +42, FH aY H ++ @nYn >» i (12) 
dove a,,0,,...,0, sono costanti arbitrarie. Infatti, limitandoci, per mag- 
gior chiarezza, al caso particolare n=3, supponiamo che w,v,w siano tre 
funzioni, linearmente indipendenti, soddisfacenti all’equazione 


Yy'+y'o(2+yy(@+yx(e)=0, (13) 
dimodochè si abbia identicamente 
u"Lu"04+uy+uy=0, vtot op Hor= , "+0" +0 +0 . 


Per la coesistenza di queste quattro relazioni è necessario che ogni funzione 
y, soddisfacente alla (13), sia legata ad w,v,w dalla relazione 


yy y y |=0, 
u uu $ 
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e ciò richiede (IV, 9) che le quattro funzioni siano linearmente vincolate. In 
questa relazione fra y,%,v,w non può mancare y, altrimenti sarebbero 
legate linearmente %,v,w, contrariamente all'ipotesi. Dunque 


y = au + bv + cew , 


con a,d,c costanti non solo, ma costanti arbitrarie, perchè l'osservazione 
fatta in principio permette di asserire che la funzione y = au + dv + cw 
soddisfa effettivamente alla (13), qualunque siano a,b,c. 


11. Quando è noto l'integrale generale dell'equazione (11), quello del- 
l’ equazione completa (10) si può ottenere con n quadrature, seguendo il 
metodo detto da Lagrangia variazione delle costanti arbitrarie, tentando 
cioè di soddisfare alla (10) con la stessa forma (12), in cui si suppone che 
le a siano funzioni di x, da determinare convenientemente. Sia data, per 
esempio, l'equazione 


Y +y 9()+yy(e)+yx(2)=/(2) , (14) 


e si conoscano tre integrali particolari «,v,w, linearmente indipendenti, 
della corrispondente equazione incompleta (13). Cerchiamo di soddisfare 
alla (14) prendendo y= au + dv + ew, dove a,b,c sono tre funzioni inco- 
gnite di æ, alle quali possiamo sempre imporre due condizioni: 


d'ut+bvt+cewo=0 , a'u-+bv+cw=0. 
Ora, sostituendo in (14) le espressioni di y e delle sue derivate 
y=au'+bv'+cew , y=au' 4604 ew" , 
y= au" 4 bo" + ew" + au" + dv" + ew", 


si trova, come terza condizione, a'u” -+bw" 4- c'w"= f(x), sicchè a',d',c si 
possono dedurre dal sistema 


aut Bv+ew=0 , au+dv+ew=0 , au" pov tew =f(a). 


Questo ammette una soluzione ben determinata, perchè, essendo u,v, w li- 
nearmente indipendenti, per ipotesi, il determinante del sistema 


u u 
’ " 

v Vv ® 

w w w 


è diverso da zero. Trovate così le funzioni a’, d', c', si ottengono poi, con 
semplici quadrature, le espressioni di a,d,c, e conseguentemente l’inte- 
grale generale y con fre costanti arbitrarie. Nel caso generale, immagi- 
nando che nella (12) si sostituisca ad ogni a una conveniente funzione di x, 
aumentata d’una costante arbitraria, si vede che Za forma dell’integrale ge- 
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nerale dell'equazione (10) è 


Y = Yo Fua Yi F aY +: HH dn È (15) 


Talvolta accade che sia già noto un integrale particolare y, dell'equazione 
completa, ad allora basta conoscere n integrali particolari (linearmente in- 
dipendenti) Y,,%,,... della corrispondente equazione incompleta, per po- 
tere immediatamente scrivere l’ integrale generale (15), senza che vi sia 
bisogno di ricorrere al metodo di Lagrangia. Infatti, posto Yy =Y, 4 £ 
in (10), si vede subito che 2 deve soddisfare alla (11). 


12. Teorema. L’ integrazione di un’ equazione lineare dell’ ordine n, 
quando si conoscono m integrali particolari, linearmente indipendenti, della 
corrispondente equazione incompleta, si può sempre ridurre all integrazione 
di un’equazione lineare dell'ordine n—m, seguìta da m quadrature. 

Siano infatti y,,,,.:. gli m integrali noti dell'equazione (11), e sia 


a— y y y’. geo) 20 


il loro wronskiano. Si cerchi, come nel precedente paragrafo, di soddisfare 
alla (10) prendendo y = @,Y, + @3%24---+4+ @,%m ed imponendo alle fun- 
zioni a, ,@,,-.. la condizione che le loro derivate siano proporzionali ai 
complementi algebrici degli elementi dell'ultima colonna di æ, diguisachè 
si abbia, chiamando z il coefficiente di proporzionalità, 

imm imm 

ay=0, May”=0 (per v=1,2,...,m—-2), Yay- az. 

de y= Ya y (p ) 2 ry a 
È facile vedere che le derivate di y = ay, + AgYx + +++ 4,4, sono date 
dalle formole 


imm 


Hr rA (per v<m) 2 y™ =} a y™ {az È 
fz 


1 


=m 
} RE Rica (y) - sii 
y=Ma yh Hat La, ya ay nys (per v> m) . 
1 


La loro sostituzione in (10) conduce ad un’equazione della forma 
astra, ste LL... Lat =/(0). 


Conosciuto l'integrale generale di questa equazione lineare dell’ ordine 
n—m, sono anche note le m funzioni a’, dalle quali si può risalire alle @ 
mediante m quadrature. La dimostrazione precedente non è che la natu- 
rale estensione di quella che ci ha condotti al risultato del $11, corrispon- 
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dente all'ipotesi m = n. Per m=n— 1, ricordando ($ 5, e) ciò che si è 
detto per le equazioni lineari del primo ordine, si vede che l'integrazione di 
un'equazione lineare dell'ordine n, quando si conoscono n —1 integrali 
particolari, linearmente indipendenti, della corrispondente equazione in- 
completa, è riducibile ad n-+1 quadrature. 


13. Esempii: a) L'equazione lineare del primo ordine y + y9(e)=/(@) si 
può sempre integrare, perchè dell'equazione incompleta y 4+-y9(w)=0 si cono- 
sce l’integrale generale au and ed il metodo di Lagrangia dà 


a'e- foe Fla). . 


Dunque, successivamente, 
dæ - (que (* |ọdæ 
a= fef .fdo , y=e@ Sa SIE pa È 
DI 


b) L'equazione del secondo ordine y'-4-y'9-+-yy= f si può integrare me- 
diante tre quadrature quando è nota una funzione «, soddisfacente alla condizione 
u'+ug+uy=0. Infatti, posto y =au , l'equazione diventa 


a'uta (2u +9)=f. 


Questa è del primo ordine in a’, e se ne può ricavare a' con due quadrature; poi 


J uef ve, fax 
y= u __ a. 
gle 


c) È utile sapere che l'integrazione di qualunque equazione lineare incom- 
pleta del secondo ordine si può ridurre a quella di un'equazione di Riccati, se- 


guita da una quadratura. Infatti la sostituzione pant trasforma 


y+yo4yy=0 in z4 +Hy=0. 


Così le proprietà dell'equazione lineare spiegano quelle dell’ equazione di Ricca- 
ti, e viceversa. 

d) Con quattro quadrature si deve poter integrare l'equazione del terzo 
ordine (14), quando si conoscono due funzioni & e v, soddisfacenti alla (13). Ed 
effettivamente, posto y =au + bv ,a' =— va, b =uz,a=uv —vu', si ha 


y =au 4 bv , y =au" How" Has , y'=au"+b0"4a3s' +20; 


l'equazione si trasforma in a2'-|- (2a'-+ aọ)z=f, e con due quadrature se ne 
deduce 


aef, rem 
su ade fite 
poi, con altre due quadrature, si giunge all’ integrale generale cv 
y=vfusda — ufvada . a” 
R pe K 
E a 


www.rcin.org.pl G ae 


— 368 — 


14. Equazioni a coefficienti costanti. Quando i coefficienti della 
funzione incognita e delle sue derivate nell'equazione completa (10) hanno 
valori costanti, è facile trovare n integrali particolari, linearmente indi- 
pendenti, dell’ equazione incompleta (11), e per conseguenza, con n qua- 
drature, l'integrale generale dell'equazione completa. Si tenti infatti di sod- 
disfare con y=e* alla (11); questa si muta in una condizione per %, detta 
equazione caratteristica : 


QUERY NA + A+ 30 + 
ha 


kæ 
Se le radici %,,%,,... di @(%) sono tutte distinte, gli n integrali e! ,e° ,... 
que. linearmente indipendenti, perchè il loro wronskiano è il prodotto di 
e 4 per *) 


inno 


l k, kı pua a Ie: — (da 4). (An 4) 2 0. 
2 noA i=1 

1 ka ha 2 
2 n—2 

LR Ri 


yae Lae? ME SI +a,e" , (16) 


dove a,,0,,-.. sono costanti arbitrarie. Si attribuisca invece alle a; il si- 
gnificato di funzioni, le cui derivate, definite dal sistema 


0 PN 


k 


k œ E S, R) w 
e'+k;a',1e? +... 4+-k,a,e"= 


fla) , perv=n—-1, 

—hja 
siano a= e d f(@):9(%;). Il metodo di Lagrangia conduce ad asserire 
che l'integrale generale dell'equazione completa è 


ky 
e fe A 
Vene e 
I= Fk) 


15. Quando l'equazione caratteristica ha radici multiple, il numero de- 
gli integrali particolari ¢*” è inferiore all'ordine dell'equazione, e la for- 
mola (16) cessa di rappresentare l'integrale generale dell'equazione incom- 
pleta. In tal caso si osservi che, se e” ed e‘***” sono due di questi integra- 
li, altrettanto si può dire ($ 10) della funzione i 


k æ 
e n ha. e” kh, i 
3 d: - ... RET æ dæ . 
Fk), f(2)da + E e" f(2) 


el +h)æ aw 


hæ 
ar A © 
Eg ? 


h h 
e quindi anche, per % tendente a zero, di ze””. Dunque per ogni radice dop- 
pia a di 9 si conoscono, ora, due integrali particolari, cioè e*° ed xe” 


*)« Analisi algebrica » p. 14. 
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Del resto è facile convincersi, con una verifica diretta, che per gp ele 
l'equazione (11) è soddisfatta, giacchè il primo membro si riduce al prodotto 
di e°” per 9'(2)+9(a)=0. Similmente, se æ è radice doppia di 9, ed a-+% 
è una radice che tende a confondersi con æ, si può affermare che la funzione 

eNe (1-4 ho)e® e"“—(14+h2) a 

i Sipario Spe ene =s “i RISS CRE 
(e conseguentemente, per % tendente a zero, anche °e”°) è un integrale par- 
ticolare, sicchè ogni radice tripla æ di ọ fornisce tre integrali particola- 
ri: e% ge”, ge”. Così proseguendo si riconosce che, se l'equazione carat- 
teristica ammette le radici «,8,... degli ordini r,s ,... rispettivamente, 
integrale generale dell'equazione incompleta è | 


y= awt. Ha, a) + b Hb + +80 et... ’ 


dove le n costanti 4,,@,,.:-10,,0,;... sono arbitrarie. Diciamo, per finire, 
che, ordinariamente, le equazioni che si presentano sono a coefficienti reali; 
e, siccome conviene avere y sotto forma reale, si cerca di fare sparire gli 
immaginarii osservando che alla somma @e* ‘2 L bel, cui dà luogo 
ogni coppia «78 di radici conjugate, si può dar la forma reale 


(A cos Bæ + BsenBa)e”® , 
prendendo reali le nuove costanti arbitrarie A=a+0,B=i(a—D). 


16. Esercizii: a) Integrare y"-+-y=f(x). Qui 4?--1=0 è l'equazione ca- 
ratteristica, e però due integrali particolari dell'equazione incompleta sono oi; gr 
ai quali, come si è detto, si possono sostituire sena e cose. Dunque l’ integrale 
generale di y"--y=0 è y—=asena + dcose. Facendo variare le costanti si ot- 
tengono le equazioni 


a'seng + b'cosæ=0 , da'cosv—d'sena=f(2), 
dalle quali si deduce a' = f (x) cosæ , b =— f (x)senæ ; poi 
y=senaSf(@)coseda — cosa Sf(a)seneda . 


b) Integrare y” =f (Œ). L'equazione caratteristica ammette 0 come ra- 
dice tripla, e però l'integrale generale di y= 0 è, come si poteva prevedere, 
y=za+ ba + ca”. La variazione delle costanti fornisce il sistema 


d+batcea=0 , B+20e=0 , 2e=f(2), 


da cui si ricava a ='/,&?f(x),b =— af (x), c = +|, f (x). Dunque l'integrale 
generale di y” =f (~) è 


y='lSaf(a)de — a f ef (ajda + +a Sff (eda . 
Questo è, del resto, un risultato quasi evidente, perchè, se si pone successivamente 
Sieda=fle) , Sf(@Mde=f(0) , Sf(@)da=fx(2) 


47 
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si ottiene, integrando per parti, 


Saf) dæ =af, (æ) — h2) , Sa f(e)jda = ae) —2of,(2) + 2/8) 


e l’espressione trovata per l’ integrale generale diventa y = f(æ). 

c) Integrare yY | 2y" +2y"4+-2y'+y=/f(a). Le radici dell'equazione 
caratteristica sono —1,—1,i,—? Dunque l’ integrale generale dell’equazione 
incompleta è 


u=(a+ da)e" + asene+4 fcosa . 
Col metodo di Lagrangia si calcola poi l'integrale generale dell'equazione com- 
pleta: | i 
| y='lh1+a)e*fef(2)da —'|e°S0e"f(2)dw 
—'/ seng ff (<)sengdæ —!/,coseS/(a)coseda . 


Data /(æ), ed eseguite le quattro quadrature indicate, si riesce a porre y sotto la 
forma (15), ossia a portare in evidenza un integrale particolare y), che si può ri- 
durre alla più semplice espressione togliendone tutte le parti. soddisfacenti all’e- 
quazione incompleta. Così, per esempio, per f(x) =e? si ottiene y,=!/,0% e”. 

d) Integrare y=«y' -|-x°y". Se tentiamo di soddisfare a questa equazione . 
con y=@", troviamo che si deve avere 1 =n + n(n—1), cioè a—=1. Dun- 


que l'integrale generale è pane Se poi l’ equazione da integrare è 


y= vwy + ay" +2) , 
il metodo di Lagrangia dà 


v=5 froi; tj fro. 


e) Per integrare y-4-ay -+ aæ’y" =x si ponga, come precedentemente , 
y=w" nell'equazione incompleta. Si ottiene n=, e poichè 
= et 8? — cos logaztisenloga , 
si vede che senloga e cosloga sono due integrali particolari. Siccome poi un in- 
tegrale particolare dell'equazione completa si scorge immediatamente, ed è !/22, 
si può subito affermare che l’ integrale generale dell'equazione proposta è 


y=!'/22£ + asenloga + Bceosloga . 


f) In modo analogo si può integrare œ?’y” — (2n —1)xy + n°y=0. Po- 
nendo y=@" si riconosce che vi è un sol valore possibile per m, cioè m=%; 
ma la conoscenza dell’ integrale particolare œ” è sufficiente ($ 13, 5) per trova- 
re l’ integrale generale. Posto y = "2, l'equazione diventa "x -+<'=0, e dà 
z=a-+bloge. Dunque y=x"(a+ dlog a). A questo risultato si giunge anche 
mediante un cambiamento di variabile indipendente: a —=e". Siccome 


ANT. "aeo dy\ 
saldi 1% 7A dt? dt)’ 
l'equazione diventa 
d*y 


d > 
da n + ny=0 È 


wWww.rcin.org.pl 


— 371 


Questa ha i coefficienti costanti, e la sua equazione caratteristica ammette n come 
radice doppia. Dunque il suo integrale generale ha la forma (a-+dt)e"*, e però 
l’ integrale generale dell'equazione proposta è y =æ" (a + blog æ). 

g) Similmente, per integrare (1 — æ?) y"— æy' + y =0, si ponga æ= cost, 
dimodochè : 

da; 1 dy a cost dy È dy 

— sente dé * Y S senti dé | sent dt? ` 


y 


d° a, 1 ; 
L'equazione si trasforma in SL y=0, e però ammette gli integrali partico- 


lari cost=x,sent=) 1—x?. Dunque l’ integrale generale è y=az+0Vi—x?. 
h) Le sostituzioni d'una variabile indipendente ad un’altra non sono sempre 

fatte a caso. Esse vengono spesso determinate dal proposito di ottenere una data 

semplificazione nell’equazione che si considera. Così, nell’equazione 


(1+29)y+ay=ny, 
trasformata in 


a d' ni RW- : 
Apae S HAH awt) ny , 


d g: 
si può fare sparire il termine in n prendendo a | a = 0 , cioè 
t=——_; 
VI+ a? 


dæ —— 
e conseguentemente Sa =log (cr -+ V1 +°). Mediante questa so- 
VI+ a? 


stituzione l'equazione proposta diventa cy, ed ha per integrale generale 


ae" + be™. Quindi, osservando che é ==% + VIF æ, et =—g -+ VIF a}, si 
vede che l’ integrale generale cercato è 


'y=aļlo + VIF) +0(-c+4Vit+a). 


i) Per integrare l'equazione y =+'/,y' + xy", considerata da Legendre, 
si prenda come variabile indipendente @ = #*, e si osservi che 
ER ML: TS 1 dy 1 d?*y 
VT dr ae > dae dd * 
2 
L'equazione diventa e = 4y, e però il suo integrale generale è 


-—2Va 


2Va 
yzae @+de 
Lepaige ha trovato che, più generalmente, l'equazione y_=my'+xy" è integra- 


| ada 
bile per infiniti valori di m. Si può infatti ($ 13,c) ridurla, ponendo y =e £ 


ad un'equazione di Riccati:a(2'+ 3°) 4 mz=l. Se si pone z= wv, e si deter- 
mina v in modo che sia æv'-++mv= 0 (ciò si ottiene prendendo ="), si trova 
che w deve soddisfare all’ equazione xv(u'+vu*)=1, cioè w+ ua" = a". 
Posto e=*, l’ultima equazione si trasforma in 


du . 
4 -m)-1 - 
di fe pta BI I cain; 
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. > a Pet ap 
poi (supponendo mz1 e prendendo p = i) mt prenda 
n=, e conseguentemente Fn E =m— s Eae ($ 6,4) l’equa- 
zione proposta è integrabile per 
med È stato Si Ao > AR =. ca 2) PB re LL 1 0568 
2 2 2 2 2 


J) Tentiamo l'integrazione dell'equazione non lineare 
y" 4-39 +-2(y—y°)=0 


seguendo la via indicata da Mansion. Se si pone y+ y =z, l'equazione di- 
venta 2'4 2z =2y°. Il metodo della variazione delle costanti conduce ancora 
a porre y=ue © ,z=ve®”, e le funzioni « e v debbono soddisfare alle con- 
dizioni w = ve?” ,v=2u%e7?. Eliminando « si ottiene vdv= 24? du. Dunque 


e — ut —at. Poi, sostituendo v in v = 2u"*e7” ed integrando, 


e-e Ff: du 
=F f — > 
e Vu'—a' 


Nel secondo membro comparisce un integrale ellittico. Se sapessimo esprimere u 
in funzione di æ , avremmo anche l’espressione dell’ integrale generale ue”. Ad 
ogni modo possiamo sempre ottenere infiniti integrali particolari supponendo a=0, 


nella quale ipotesi si ha 
dea 


1 
panned o AA $ a. —————_—ÉÈ 
i i u y 1 — ce” 
k) L'uso delle serie è assai utile per l’ integrazione di certe equazioni dif- 
. . ” 4 , . . 
ferenziali. Per esempio l’equazione y Ta y' + n’y =0, che si presenta in Mec- 


canica, si può integrare ricorrendo alla serie 
a aå a$ 


2(0+1) Teko +1) +3) 2.4.6.(v+1)(0+3)(+5) 
Infatti, se si osserva che / (0) + žr v@)+/(@)=0, e se si pone, nell’ equa- 


h(a)=1—- dei 


zione proposta, y=&" f (næ), si trova 


RR 


f, (na) + Dea. tO) fhi(na)=0 . 


r nath EET 


Questa non può coincidere con la relazione ottenuta precedentemente se non è 
p(p+3)=0,v=2p-+4. Dunque dev'essere p= 0 , v= 4, 0 p=— 3, v =— 2, 
e però l'integrale generale cercato è y = af, (næ) + bæ™’ f_,(nx). Del resto le 
funzioni /_, ed f, si possono esprimere molto semplicemente in forma finita. Per 


È 7 v 
questo si osservi che fy, Dea f's(@). Intanto si vede che 
Ra TAR 
AI agora A+ an dano 
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Ne segue È) 


Eala] 15 xcosæde = ssen w -+ cosa ; 


poi 
seny ssene cose 


ro=-t= ; r@=-ire s) =: 


a 


Finalmente possiamo scrivere l’ integrale generale sotto la forma seguente: 
a b 
voa (sen ng — na cosna) + z (cosnæ + næsenng) . 


2) Importante è la serie ipergeometrica *) 
a(1+a).BU+6) a 
1.2.y(14+%) 1.2.3.1(1+mM)@+" 
che soddisfa, come facilmente si verifica, all’equazione differenziale (di Gauss) 
(o_-29)y"+(1-(1+a+B)x)y'=afy . 


Se si cerca di soddisfare a questa equazione più generalmente con 


y =a" f(u, BY) , 
si trova che si deve avere, o p=0, œ =&,B'=ßB, Yy =y, o pure p=l—ry, 
a'=l4a—Y,8=14B—vY,y=2— y. Dunque l’ integrale generale è 
y=af(2,8,1,0)+-8e"/(1+a—y,1+B—vr,2—Y,2) ° 


È utile sapere che la serie ipergeometrica racchiude come casi particolari gli svi- 
luppi di varie importanti funzioni. Così, per B=y, o a=Y=1,0 a=ß=1 


e Y=2, si trovano le funzioni (1 — a) *,e?°,—— log (1 — æ). Si osservi, per 


finire, che i due integrali particolari precedentemente ottenuti si confondono in 
uno quando y= 1; ma è noto che quest’unico integrale è sufficiente per la cono- 
scenza dell’ integrale generale. Così, per esempio, per B=1 l'equazione diventa 


(o—a*)y"4+(1—-(2+a)a)y =ay, 


ed ammette l’ integrale particolare (1—«)"%; poi un calcolo facile ($ 13, 8) mo- 
stra che il suo integrale generale è 


DI j 1-2, (l—a)? , (1—2) 
a(i a) +(- Hirst P a +). 


Equazioni fra più variabili. 


17. Equazioni ai differenziali totali. Invece di udg + vdy = 0 
supponiamo data l'equazione 


udæ + vdy +- wdz=0 , (17) 


in cui %,v,w sono funzioni note di x,y,z. Evidentemente, se si considera 


*) Vedi Novi « Algebra superiore » p. 286, 0 il « Cours d’ Analyse » di Jordan, t.d, p. 154. 
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una delle tre variabili, per esempio z, come funzione delle altre due (indi- 
pendenti), la (17) si scinde in 
de u dz v 
Pigro ia si. (18) 
d'onde è facile dedurre che le funzioni u,v,w non possono essere date ad 
arbitrio. Infatti, essendo 


ME. we dd DATE d v udv 
dedy dyw wzw ’” dyder drw ` wdw’ 
cioè 
ot ldu dw. v du uv dw 
a a aa 
dz lw vdw uw uvdw 
wi wI o wds wi da 
si vede, eguagliando (IX,29) fra loro queste espressioni, che si deve avere 
dw dv du dw dv du 
Loi ES pate Raa net) E RI 9 
“(5 SER 3) +(7 50) 9 iù 


È questa una condizione necessaria per l’esistenza d'una relazione fra le 
variabili 2,y,2, i cui differenziali totali siano vincolati dalla (17). Per di- 
mostrare che la condizione stessa è anche sufficiente, vogliamo far vedere 
che, supponendola soddisfatta, è possibile l'integrazione della (17), o del 
sistema equivalente formato dalle (18). La seconda equazione del sistema 
si può considerare come un'equazione differenziale ordinaria, del primo or- 
dine, fra le variabili y e z, e però, designando con 9(x) una funzione ar- 
bitraria, il suo integrale generale ha la forma 


f(2,y,3)=9(2), (20) 


giacchè in questa integrazione x si deve trattare come una costante, da cui 
pur dipendono v e w. Intanto si noti che, se si deriva la (20) mantenendo 
costante x, si deve ricadere sull’ equazione differenziale da cui si è partiti, 
e però si ha 


NA 


dy ` dz 


dove p è una conveniente funzione di 2,y,£. Ciò premesso, se si vuole che 
sia soddisfatta anche la prima delle (18), bisogna determinare 9 in modo 
che, derivando la (20) dar, di y costante, si abbia 


F df dz d | 
g(2)= I adi (21) 
d 
per la qual cosa occorre (e basta) che SÌ — pu sia funzione della sola x. 
Tutto si riduce dunque a far vedere che, se la condizione (19) è soddisfatta, 


è nulla la derivata di L—pu rispetto ad y, presa considerando z come 
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una funzione di x e di y, definita dall’equazione (20). In altri termini 
d (df v d (df io 
A (rino ai Sn) =0 s 


d /df __dpo pu d D _òpw dpe. 
Gare a ae 

quindi l’ultima condizione, se vi si aggiunge il termine 

duo dw _ df E: 

dy dz dady  dy de 


moltiplicato per w, diventa 


dpo = dpr ( dpu  dpw ( duo  dpu 
RE, RI dna Pci > Ar ce) Sc 
u( ENEE P ) IA € art jte do dy ) Ia 
e sì riduce poi facilmente alla condizione (19), perchè il primo membro è 
uguale al primo membro di (19), moltiplicato per p., più 


d dp d d d d 
“(oz etela w3) t w(o5 u3) =? ; 
Soddisfatta la condizione (19), si può affermare che la relazione (20), in 
cui si pone per 9(x) l’espressione che si deduce dalla (21) mediante una 
quadratura, è l'integrale dell’ equazione (17). Osserviamo, per finire, che, 
quando la (17) è integrabile, il primo membro, moltiplicato per una conve- 
niente funzione di 2,yY,z, è un differenziale esatto (cfr. IX, 30), perchè, se 


alla (20) si dà la forma P(x,y,2)= costante (facendo passare tutto in un 
membro), si ha 


ddf EA., SA 


da =p PIU ’ ag , r. aid 


e però p (ud + vdy+wdz)=d®. Geometricamente la questione da noi trat- 
tata equivale a fissare @ priori una tripla infinità di piani, ed a costruire 
una famiglia di superficie, tangenti ai piani stessi in punti prestabiliti. Dalle 
considerazioni precedenti risulta che il problema è generalmente impossibile. 


18. Equazioni ordinarie simultanee. Ora si domandi quali re- 
lazioni debbono intercedere fra tre variabili x,y,z, affinchè i loro differen- 
ziali siano proporzionali a funzioni mote di x,Y,£: 

d d dz 

IT (22) 

u v w 
Geometricamente ciò equivale a fissare a priori le tangenti, in tutti i punti 
dello spazio, a curve incognite, ed è facile intuire (cfr. § 2) che tali curve 
sono in numero doppiamente infinito, sicchè le loro equazioni, costituenti il 
sistema integrale delle (22), debbono avere la forma 


F(a,y,z,0,6)=0., G(x,y,4,4;0)=0, (23) 
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con a e b costanti arbitrarie. Ed effettivamente le (22) altro non sono che 
due equazioni differenziali ordinarie, del primo ordine, che in forma più 
generale si possono scrivere così: 


f(2,y,2,Y,8)=0 . 9I(0,Y,3,Y,8)=0 . (24) 


Da queste equazioni ricaviamo #=9(2,Y;y) e 2 =4(2,y,y). Eguagliando 
la seconda espressione alla derivata della prima si ottiene una relazione fra 
£,Y,Y',Y", cioè un'equazione differenziale del secondo ordine fra due sole va- 
riabili, x ed y; ed integrando questa equazione si giunge ad avere y espresso 
in funzione di x e di due costanti arbitrarie, a e b; quindi, sostituendo y 
in #=%@(2,Y,Y), si riesce ad esprimere anche Z in funzione di 2, a,d. Così 
le (24), o le (22), sono integrate. Bisogna poi notare che alle (24), rica- 
vandone y'=dy:dx e 2'=-dz:dx, si può sempre dare la forma (22). Simil- 
mente, se fra quattro variabili #,9,2,t, sono date tre equazioni differenziali 
ordinarie, del primo ordine, immaginiamo che se ne ricavino le derivate di 
X,Y,z rispetto a #, e siano =u, y =v, Z =w, con %,;v,w funzioni note 
di #,y,2,t. Dalla prima (x'= u) si ricavi y=9(t#,%,2,4') per sostituirlo 
nelle altre due, le quali in tal modo prendono la forma 


f(t,0:4,;0,3,0 )=0 , A aE A E a EA 


Da queste si ricavino z= ¢4(t,%,x', x") e = y(î,7,,"), e si uguagli la 
seconda espressione alla derivata della prima. La relazione che in tal modo 
si ottiene fra #,x,x,",x" è un’equazione differenziale del terzo ordine, la 
cui integrazione conduce ad esprimere x in funzione di # e di tre costanti 
arbitrarie. Sostituendo æ in z= ġ¢ (t,x, x', x"), poi x e z in y=9(£,2,2,%), 
si ottengono analoghe espressioni per y e z. In generale, dato un sistema 
di n equazioni differenziali ordinarie, del primo ordine, fra n41 variabili 

de da, do, __da 


— 00° , 


u U, Wa u 


si può ridurne l’ integrazione, mediante successive eliminazioni di n—1 va- 
riabili, all’ integrazione d'una sola equazione differenziale, dell’ ordine n, 
fra due variabili, ed ottenerne così il sistema integrale sotto la forma di n 
equazioni simultanee 


E ARTI RIEO:; (fes:l'72,3;.<:;3) 


con n costanti arbitrarie. Grazie alla presenza di queste costanti un siste- 
ma di n funzioni, obbligate a prendere valori prescritti per un dato valore 
della variabile indipendente, si può considerare come definito da n equazioni 
differenziali simultanee del primo ordine. 


19. Equazioni alle derivate parziali. La più semplice equazione 
alle derivate parziali ($ 1) è quella che vincola le derivate parziali p e q 
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d'una funzione incognita z di x ed y alla funzione stessa ed alle variabili 
indipendenti. Noi vogliamo qui occuparci più particolarmente di quelle equa- 
zioni che contengono linearmente p e q, e che per tale ragione diconsi li- 
neari. Esse hanno la forma 


up + oq =w , (25) 


con u,v,w funzioni note di 2,y,z. Domandare quali son tutte le funzioni 
z soddisfacenti ad una simile relazione equivale geometricamente a doman- 
dare quali superficie sono in ciascun punto (2,y,2) toccate da una retta 
condotta per questo punto nella direzione (u,v,w), giacchè la (25) si può 
considerare appunto come la condizione di ortogonalità fra la direzione nota 
(u,v,w) e quella (p,g,— 1) della normale ad una delle superficie da co- 
struire. È ovvio che ognuna di queste superficie è il luogo d'una infinità di 
linee, scelte nella doppia infinità (23), e l’ insieme di tutte le possibili su- 
perficie si potrà, per conseguenza, rappresentare vincolando arbitrariamente 
tra loro le costanti nelle equazioni (23), sicchè l'equazione di qualunque su- 
perficie, soddisfacente alla (25), si potrà ottenere eliminando a e b fra le 
(23) ed una relazione arbitraria w(a,0)=0. Questa previsione sarà presto 
confermata dal calcolo. Sia f(£,y,2)=0 una qualsiasi relazione, atta a de- 
finire # in funzione di æ ed y, in guisa da soddisfare alla (25). Sostituendo 
df df RE. oL A 
1 ‘dd ds N og de 
nella (25), questa diventa 


di: dd 
p tegt’. (26) 


equazione lineare ed omogenea, che si può subito integrare appena sia noto 
il sistema integrale delle (22). Supponiamo infatti risolute le (23) rispetto 
alle costanti arbitrarie: 


(Œ, y, z) =a , Yy(0,y;3)=0b. (27) 


Qui notiamo che le funzioni ọ e ẹ sono tra loro indipendenti, perchè, se 
ciò non fosse, fissato per a un valore, non sarebbe più arbitrario il valore 
di b. Orbene la (26) è soddisfatta tanto per f=%@, quanto per f=%, giac- 
chè la differenziazione delle (27), e la sostituzione di w,v,w alle quantità 
RR da,dy,dz, ci dà 


+e to ’ ut to 


Ciò premesso, sono sia la funzione f et alla (26), per la 
compatibilità di questa equazione con le (28) si richiede che sia 
df,9,4) _ 
d(2,Y,4) 


e per conseguenza (V,30) che tra /,9, interceda una relazione. Questa 
48 


Si +pi=o. (28) 


, 
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involge necessariamente f, altrimenti vi sarebbe un legame tra 9 e p. Dun- 


que f=%(9, 4). Quanto ad w, esso è il simbolo d'una funzione arbitraria, 
perchè, comunque si prenda è, si ha 


df _dwdp , dwdp dI _dwd, dwdp Df _dwde, dwdy 

dæ ded | dda” dy  dpdy | dpdy” dz ddz | Ida ’ 
quindi pere 

W 
TAEAE 

e la (26) è soddisfatta. Ed ora si vede che per soddisfare alla (25) basta 
porre w(9,d)=0. Più generalmente, l’ integrazione dell’ equazione lineare 
ad n variabili ¿ndipendenti 


dr da da 
GT rig ta FI (29) 


sì riduce subito all’ integrazione dell'equazione lineare ed omogenea ad n+1 
variabili a 


mt Ly mgk+ -+u i vige. (30) 


e per integrar questa Ra integrare il sistema di # equazioni ordinarie 
du da, _da, da 


n 
3 


u u, él u 


n 


scrivendone il sistema integrale sotto la forma 
A E PEE IS EEE AC UUAA PELS aM, 


Si soddisfa alla (30) nel modo più generale con f= %(9,,933--.9,); ed alla 
(29) ponendo ©(9,,9,,...,9,)=0, dove w è simbolo di funzione arbitraria. 


20. È utile sapere che la conoscenza d'un integrale particolare f = ọ 
dell'equazione (26) permette di semplificare l’ integrazione riducendo da 
tre a due il numero delle variabili indipendenti. Poichè ọ contiene almeno 
una delle tre variabili, si può sempre supporre che ọ dipende da z, cam- 
biando, se occorre, i nomi delle variabili; e per conseguenza si può sostituire 
® a g come variabile indipendente. Ora, se si distinguono mediante paren- 
tesi le derivate parziali, prese rispetto al nuovo sistema #,yY,% di varia- 
bili, si ha 


GEE Et E 


e così l'equazione (26) si trasforma in u(3L 3a) + (5 )= 0. Il problema si tro- 


va in tal modo ridotto all’ integrazione di un'equazione differenziale ordina- 
ria del primo ordine fra due variabili, y =Y(#,y,%9), della quale basterà 
determinare un integrale particolare per giungere alla conoscenza d’un altro 
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integrale 4 della (26). Più generalmente, la conoscenza di v integrali par- 
ticolari, indipendenti, dell’ equazione (30), ossia di v funzioni @,; 9,3.» 
soddisfacenti alla (30), e tali che nessuna di esse sia funzione delle altre, 
permette di trasformare la (30) in un’equazione analoga con n—-v+1 va- 
riabili indipendenti, alla quale si giunge assumendo come variabili @,,93»-»-19y 
al posto di v variabili x. 


21. Per integrare, secondo Lagrangia, un'equazione qualunque alle 
derivate parziali prime, con due variabili indipendenti, 


$- f(2,Y,8,p,9)=0, (31) 
si cerchi di ottenere un’altra relazione 9g(2,Y,2,p,9)=0, per potere, ag- 
gregandola alla (31), dedurne p e q in funzione di x,Y,2, ed in seguito 
determinare 2 mercè l'integrazione ($ 17) dell'equazione ai differenziali to- 
tali d:= pdz + qdy. La derivazione parziale (rispetto ad #,y,) delle equa- 
zioni f=0 e g=0 dà 


Y I dp AA g A Aw AA g A WP PAo, 
dæ dpds | dg de dy dpdy dqy ve Tang dg dz 

w Fi: w 20% wdw g y, wP, WU _ 

dae dps | dq de ’ dy | dpdy gdy dz ` dpdz | dg de — 

Se da questo sistema, eliminandone ez e si, si deducono le altre quattro 
derivate parziali di p e q, per sostituirle nella relazione 


k dp _ 
necessaria e sufficiente per ERAR, di d:=pdx 4 qdy, si trova l’e- 
quazione lineare ed omogenea alle derivate parziali prime, con cinque va- 
riabili indipendenti, 
df dy , df dg (L+ ab dg fd df \ dg K df\ dg 
Z =| = pf —]J=, (32 
Wi" PAG T "9 iy aT 35 tags) dq aki 
che si sa ($19) integrare mediante quattro equazioni differenziali simulta- 
nee del primo ordine. Del resto, secondo un'importante osservazione di 
Charpit, che verrà giustificata fra breve, basta determinare un solo inte- 
grale g della (32), con una costante arbitraria, per potere poi, integrando 
dz = pdc + qdy, arrivare alla conoscenza della più generale funzione 2 = 
F(c.y,a,6) soddisfacente alla (31), purchè si convenga di considerare a 
e b, sia come costanti arbitrarie, sia come variabili soggette a certe con- 
dizioni. Suppongasi, per maggior chiarezza, che la (31) sia stata messa sotto 


la forma 2= ®(7,Y,p,9); sia ==G(7,y) una funzione qay ugis Paese: 
facente a questa equazione, sicchè, identicamente, G = P|z, Y, =— ca 5). 
D'altra parte si determinino a e b mediante le equazioni 


dF dG dF dG 
— n — = e e o 33 
de de dy Ay (89) 
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Se si riflette che l'equazione proposta dev’ essere soddisfatta indipendente- 
mente da a e b quando per 2 vi si pone F(72,Y,@,0), si vede subito che 


DF dF dG dG 
b) = mapy Ù 
F(7,7,4, ) o(a 9:57 dh) 5) ®(2,415155) G(@,Y) 
Adunque l’espressione F(2,y,a,d) chiude in sè tutte le possibili funzioni 2 
soddisfacenti all’equazione proposta, e per questa ragione si chiama l’én- 
tegrale completo dell’ equazione stessa. Intanto la derivazione parziale 
dell’identità F=G, se si tien conto delle (33), mostra che si deve avere 


dF da , dFdd_ dF da Lia rg (84) 

da da ' db de dady ddy 
Queste relazioni, identicamente vere per a e b costanti, sono soddisfatte 
anche quando a e b sono convenienti funzioni di x e di y, indipendenti o 


Dla. b 

arbitrariamente vincolate fra loro. Nel prine ne il determinante x n 
Ls 

è diverso da zero, e però si deve avere -— =0 i Spa d’onde si ricavano 


n ” db 
per a e d due distinte funzioni, la cui sostituzione in 2z=F(2,9Y,a,0) con- 
duce alla conoscenza d’un particolare integrale 2 = 9(#,Y), detto inte- 
grale singolare. Nella posa ipotesi, posto b= w (a), le (34) si ridu- 


cono all’unica condizione 57 45 T w(a)=0, e da queste due uguaglianze 
si ricavano per a e b due i includenti un simbolo di funzione ar- 


bitraria; sostituendole in z= F (æ, y,a,b) si trova ciò che si suol chiamare 
l'integrale generale dell'equazione proposta. 


XIII. LE VARIAZIONI. 


1. Definita una funzione y della variabile v, immaginiamone un’altra 
tale che, per ciascun valore di x, il corrispondente valore della nuova fun- 
zione differisca infinitamente poco da quello di y. Si suole designare con 
y+dy la nuova funzione, e la quantità infinitesima dy si chiama la va- 
riazione di y. Essa è una quantità completamente arbitraria, sia che si 
consideri un dato valore di x, sia che si passi da un valore di x ad un al- 
tro. È facile convincersi che il segno di variazione ẹ obbedisce alle medesi- 
me leggi del segno di differenziazione d. È infatti quasi evidente che 


(u+ o =du+ dv , dunv—uòdvtvdu ; ecc. 
Inoltre, in virtù della definizione stessa, 


èdy=d(y4-3y)—dy=ddy , dfyde=Sy+dyde — Syde=/Sdyde . 
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Ancora, se y è funzione delle funzioni %,v,w,..., si ha 


dy = du + 0 o ob 


Finalmente (e questo ha grande importanza) se si tratta di rendere minima 
o massima, sotto certe condizioni, la precedente funzione, è condizione ne- 
cessaria che la sua variazione sia nulla. Si può andare oltre nell’estendere 
alle variazioni le proprietà dei differenziali; ma qui siamo obbligati a li- 
mitarci. 


2. In varie questioni di Geometria e di Meccanica si è condotti a cer- 
care una tal funzione y di x, che l’ integrale 


4 
v=fr@,:9,9",--)4 
prenda il minimo o il massimo valore di cui è suscettibile. La condizione che 
Pa 
dev'essere soddisfatta è SU = fi df.de=0. Anzitutto si osservi che, se si at- 
tribuisce alla funzione incognita y la variazione infinitesima arbitraria dy, 
si ha 


ô= Leyta rayah may" 


Poi si noti che 


df df df aw 
= dy dæ = a 
> yda= ay iiaa dy — n° — dy dr . 
Similmente, cambiando y in y, 
. PR DA d df dr dd; P df 
HL ey ' dos s by't I aa Ae BE; 
Sa gir da dy' ares Vate da da dy” dy+ da dy” 
poi, cambiando ancora y in y’, 
dara i d ds dI 
St e fre e 
Of R. i d? di d? df 
=r sy me a y o a 
weed dy' Ey av en 


ecc. Per conseguenza, se si pone 
Pe E ALAN A ddf d* df 
dy da dy da? dy” Td y" siess ; 
df d df d bias 
gita dui ©. da A s.. 
| dy dæ dy da? "PIC )a 


E PLOT a df 

df d df dI A 

e TA, dy Fi pi a 
+ s 
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si ha U= f ®dy de +0; poi, limitando l'integrazione all'intervallo (213 2,), 
e mettendo l'indice 0 o l'indice 1 alle quantità calcolate per «= %, o per 
æ= %,, rispettivamente, 


yi 
U= foydz +a, —0, - 
o 

Ora, per l’arbitrarietà di 8y, l'eguaglianza XU =O si scinde in ® = 0 (equa- 
zione indefinita), che dev'essere verificata per tutti i valori di x, compresi 
fra x, ed z,; edin o, — ao, =} (equazione ai limiti). La questione è dun- 
que ridotta all’ integrazione dell'equazione differenziale P=0, seguìta dalla 
determinazione delle quantità arbitrarie, fatta in modo da verificare le con- 
dizioni ai limiti. 

3. Esempii: a) La più Breve linea che va da un punto all’altro del piano si 


Da 

determina cercando di rendere minimo l'integrale U = fvi + y da, che rap- 

e 

427 : 
presenta la lunghezza della curva incognita fra il punto (2Y) ed il punto (2,,%,)- 
Qui si ha 

ico d y ydy 
r=V1+y ’ ini aa enapres ee ) Var 
Vi+y Vi+y 

L'equazione ® =O dà subito y=a,y=a@2+5, e le costanti a,b sono determi- 
nate dalle condizioni yy=@4%, + b, y,=42,4+-5. Quanto all’equazione ai limiti, 


essa è soddisfatta identicamente, perchè, essendo obbligate le infinite funzioni y 
a prendere per æ = ©, il valore prescritto y,, e per æ= w, il valore y,, si ha sem- 


pre îy,=0,dy,=0, e conseguentemente c, Oni (dy, — dy) =0. 
1l+a 

Se invece si fosse domandata la più breve linea fra le tag e=%x, ed e=a,, 

anche le variazioni y, e dy, sarebbero state arbitrarie, e la condizione c,=0, 
avrebbe dato a=0, e conseguentemente y =ð. 

b) Cerchiamo la linea della più celere discesa, cioè quella linea d'un piano 

‘verticale che si deve far percorrere ad un punto materiale pesante, 

"I + se si vuole che, partendo da una data posizione M,, arrivi nel più 

breve tempo possibile in un’ altra posizione prestabilita M,. Po- 

niamo l'origine in M,, e conduciamo verticalmente, in giù, l’asse 

delle y. Dagli elementi della Fisica è noto che, se # è il tempo 


d ce 
impiegato a percorrere l'arco M,M =s, si ha —=VPgy, rappresentando con 


g una certa costante. La quantità da rendere minima è 


s1 LA 


dimodochè, a prescindere da un fattore costante, qui si ha 


/ 2 
_a/14+y SU df 
Rn 
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Siccome f è funzione di y e di y’ soltanto, si ha, tenendo presente l'equazione 
indefinita, 
df —; Ly 
A 


Dunque P 7 ARS in cioè, rappresentando con 1:V2a la costante, 


,d de wa (r 
rE dy’ dæ 37) 


y(1+y°)=2a. Ne segue dæ: V y = dy :V2a—y, ed è inutile andare oltre, per- 
chè si sa (XI, 7,c) che questa equazione caratterizza la cicloide. Questa curva 
ha una cuspide nel punto di partenza M, , e la base orizzontale. Le due costanti, 
cioè a e la costante introdotta dall’ integrazione dell’ultima equazione, si deter- 
minano esprimendo che la curva passa per M, ed M,. Anche qui l'equazione ai 
limiti è soddisfatta identicamente, perchè 3y,=0,dy,=0; ma se al punto mo- 
bile si prescrivesse soltanto di arrivare, nel più breve tempo possibile, sulla ver- 
ticale 2 =,, si avrebbe ancora y, =0, ma dy, sarebbe arbitraria, e l’equa- 
zione ai limiti yy 0 darebbe CERE, cioè y ,=0, vale a dire che il 
punto dovrebbe arrivare orizzontalmente sulla verticale assegnata. In questo caso 
la costante a è determinata dalla condizione che si debba avere, non y=y, , Sì 
bene y ==. pèr'a= wp; 


4. Se anche 2, ed z, potessero variare, cioè se i punti M, ed M,, invece 

di rimanere fissi o di essere obbligati a non lasciare le rette v=x, ed e=2z,, 

fossero più generalmente liberi di spostarsi lungo le linee y = ọ (x) ed 

=%(x), alla variazione di U già ottenuta verrebbe ad aggiungersi anche 
quella dovuta al variare dei limiti, cioè 


a +02, æ RAA 29+82% 
fi a friom [pes fraz ita. 
Dunque 2 
è J põyds + (0+ fv) . 
2o 


Intanto, ai limiti, le òx dipendono dalle dy, perchè, se il punto (x,y) è ob- 
bligato soltanto a non lasciare la curva y =y%(x), si ha, dopo la variazione, 
‘che la nuova ordinata è y +y, aumentata della variazione dovuta al va- 
riare di x, cioè y'dz, e d'altra parte la medesima ordinata è rappresentata 
da y(x+dz), ossia y(2) + y(x)dz. Ne segue Sy = (x (2) —y)dz. Quindi 


ÙYo= (9'(2,) — Y) Dt è dv (y (%,) —y',) dz, + 


5. Riprendiamo il problema della più rapida discesa, supponendo che i punti 
di partenza e di arrivo siano soltanto obbligati a trovarsi su certe due linee y = 
(æ) ed y= (x). L'equazione indefinita è sempre la stessa, e però la trajettoria 
del punto mobile è sempre una cicloide. Ora, per formare l'equazione ai limiti, si 
noti che, essendo y(1 + y°)=2a, si ha 
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e conseguentemente 


o+/to= Lay | Lee 


Vza =(1 +91 (0) SE . 


V2a 


PALE rr 


Dunque 


(C+/è,=(1+%, YI) VE 


e però l'equazione ai limiti si scinde in 
LE y Y (a) =0 , 1 +y,9 (2) =0 


Queste ci dicono che la cicloide deve incontrare ad angolo retto le due linee 
date. 


6. Passando al caso generale di più funzioni y,2,... di æ, si abbia l'in- 
tegrale 


EPOR JO DIE LIT CRCR )da 
‘zo 
da rendere minimo o massimo. Immaginando ripetuti i calcoli del $ 2, e 
chiamando Y e 7 le quantità ® e c, relative alla funzione z, si ottiene 


sU= fo + do) de + (0-47). 


Se fra y e 2 non esiste alcun vincolo, si avranno due equazioni indefinite 
invece di una, cioè P=0 e Y=0; ma se deve aver luogo una relazione 
F(s, y,2)=0, le variazioni di y e di z non saranno indipendenti, perchè 
si avrà 


n 


dp +35 8:=0 , 


e per l'annullamento di SU si richiede soltanto che sia 


Re ge ,dF 


per tutti i valori di 2 compresi fra x, ed æ. 
7. Per esempio, data a cercare sulla superficie F(2,y,z)=0 la linea più 


breve fra quelle che congiungono due punti, si tratta di rendere minimo l’inte- 
grale 
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e però, chiamando s l’arco della linea incognita, ed osservando che 


, 


DA __dy Z dz 
m S I ds 3 VM" 7 ds , 
Viy’ bar Vi+y° PR 
si vede (VII, 4) che ® e Y sono proporzionali ai coseni p,v degli Leo che la 
normale principale alla detta linea fa con gli assi delle y e delle z, mentre si 


F 
sa (VIII, 1) che » e ci sono proporzionali agli analoghi coseni M,N della 


normale alla superficie. Basterebbe assumere y come variabile d'integrazione per 
provare invece la proporzionalità di X,v ad L, N, e per conseguenza 


sicchè le linee più brevi sono tali che, in ogni punto, la normale principale coin- 
cide con la normale alla superficie, Esse sono dunque (VIII, 7) le linee geode- 
tiche. 


8. Finalmente in certe quistioni si chiede che un integrale U diventi 
minimo o massimo, non per tutte le funzioni da cui dipende l’integrando, ma 
solo per quelle che mantengono costante un altro integrale V. Allora, im- 
maginando ripetute le considerazioni che si son fatte per la ricerca dei mi- 
nimi e dei massimi valori delle funzioni di più variabili vincolate, si viene 
alla conseguenza che bisogna porre uguale a zero, non la variazione di U, sì 
bene quella di U-+-XV, essendo à una costante da determinare convenien- 
temente. 


9. Esempii: 4) Fra le curve di data lunghezza, che congiungono il punto 
` (201%) al punto (æ, , Yı), proponiamoci di trovarne una per la quale sia minima 
o massima l’area chiusa fra la curva stessa, l’asse delle œ e le ordinate estreme. 
Qui si tratta di vedere quale funzione y, fra quelle che lasciano invariato il se- 
condo degli integrali 


si e) 

Ut pvda; VET e. 

2o “æo 

- fa prendere al primo un valore minimo o massimo. Posto f= y +aVi deg, si 
è visto (§3, 6) che deve serbarsi costante 


3 _ x 
fe par 


Vi+y? 
Si chiami d la costante. Allora si ha, ricavando y’ ed integrando, 
b—y)d aa onla 
Cal e ( =Y) yY =a +V X —(b— y} è 
Va -—6—-y)? 


e finalmente (x — a)? + (y — 0)° =A°. Le costanti a,6, A si determinano me- 
diante le condizioni che la curva contenga i punti dati, e che V prenda il valore 
costante prestabilito. 
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b) Cerchiamo ancora fra le curve di lunghezza data, che vanno da M, ad 
M,, una curva tale che il baricentro dell'arco M,M, sia il più lontano possibile 
da una data retta. Prendendo questa come asse delle w, si deve (XI, 8) render 
massimo il primo degli integrali 


$4 gi y 
E PE DI cere PA i y= | Vi Fyi í 
pe lo € 
con una funzione y scelta fra quelle che fanno prendere al secondo integrale un . 
dato valore costante. La funzione f da considerare è f= TESNA +y", e si 
ha i 


L’ integrazione di (y -+ à): VI + y? = costante conduce all’equazione d'una ca- 
tenaria. 
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NOTE 


* 
* k 
Sul concetto di limite. 


Se un insieme è costituito da numeri 4,, 4, @3,..., tendenti ad un limite fi- 
nito l, è chiaro che questo limite è caratterizzato dalla seguente proprietà: in- 
torno ad l cadono infiniti numeri dell insieme. Da ciò viene spontanea l’idea di 
chiamar limite, nel caso generale, ogni numero che ha la detta proprietà, di- 
modochè le successioni di numeri tendenti ad un limite ci si presentano come par- 
ticolarissime, in quanto ciascuna ammette un limite solo. Ora la proposizione di- 
mostrata nel $ 8 del primo capitolo si può enunciare così: ogni insieme finito, co- 
stituito da infiniti numeri, ammette almeno un limite. Da questa, poi, segue im- 
mediatamente la proposizione del $ 15, che si può del resto sopprimere, come più 
oltre si vedrà. Un insieme può avere infiniti limiti, anzi può accadere che tutti i 
suoi numeri, ed altri ancora, siano numeri limiti, come se ne ha un esempio sem- 
plicissimo nell’ insieme dei numeri razionali, giacchè infiniti di questi cadono 
sempre intorno a qualunque numero, razionale o irrazionale, I limiti d’un in- 
sieme, racchiuso nel minimo intervallo (7,1), costituiscono un insieme finito, e 
per conseguenza ammettono un limite inferiore X,2 ed un limite superiore 
Hp. Questi numeri sono anche limiti dell’ insieme dato. Per à, ciò è ovvio se 
si riesce a prendere x tanto vicino a à}, che in (,,%), escluso l'estremo infe- 
riore, non cada alcun limite. Se ciò non è possibile, vuol dire che, per quanto x 
si accosti a À,, nell'interno di (),,7) cadono sempre limiti, e con essi infiniti 
numeri dell’ insieme dato, donde segue che A, è un limite dell’ insieme stesso. Al- 
trettanto dicasi di p). Dunque ogni insieme finito, costituito da infiniti numeri, 
ammette sempre un limite minimo ed un limite massimo. Ed ora, dall’osservazione 
ovvia che nell’eguaglianza fra il minimo ed il massimo limite sta quanto occorre 
e basta per l’esistenza d’un limite unico, si deduce facilmente la nota condizione 
necessaria e sufficiente perchè i numeri @,,@,,4@3;-.. tendano ad un limite finito. 

In certe questioni i numeri À, e p hanno maggiore importanza di À e p. 
Essi non variano, come possono À e p, quando nell’ insieme dato si sopprimono 
uno o più numeri, perchè tali soppressioni non fanno sparire alcun limite. Se non 
è à= à, è chiaro che in (à, #) non possono cadere, per 2<À,, infiniti numeri 
dell’ insieme, mentre ciò accade certamente per z> à}. Un’osservazione analoga 
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si può fare per p. Dunque A, e p, sono, rispettivamente, il limite superiore ed 
il limite inferiore dei numeri x, tali che in (A,), o in (#,p), non cadono in- 
finiti numeri dell'insieme che si considera, Ciò non toglie che fuori dell inter- 
vallo (A,:ft); e propriamente alla sinistra di à, o alla destra di p, possano 
cadere anche infiniti numeri dell’ insieme stesso, giacchè À,, per esempio, può 
non appartenere all’ insieme dei numeri x, dei quali è limite superiore. 

Per rendere più chiare le considerazioni precedenti, immaginiamo che nella 
successione indefinita @,,4,,043,-.., supposta finita nei due sensi, si sopprimano 
i primi n termini, La successione residua 4,,,1,4,5214n:31**-. ammette sempre 
il limite inferiore X,24,_, ed il limite superiore p,,&p,_,. I numeri À, Àj, Aase, 
non decrescenti, ed inferiori a p, tendono, per n infinito, ad un limite à, p; 
ed i numeri W, M Hgs... non crescenti, ma superiori a À, tendono ad un limite 
Wo2 À. È poi facile constatare che questi due limiti sono appunto i numeri à, e 
Po, definiti precedentemente. Essi sono caratterizzati dalle seguenti proprietà: 

a) i numeri della successione finiscono per esser tutti superiori a qualun- 
que numero minore di ày, ed inferiori a qualunque numero maggiore di p; 

b) per quanto si vada oltre nella successione non si finirà mai d’incontra- 
re termini minori e termini maggiori di qualunque numero compreso fra À, € py. 

In virtù della prima proprietà la sinistra del limite minimo e la destra del 
limite massimo sono come la sinistra e la destra del limite unico, quando questo 
esiste; e si può ben dire che i numeri della successione finiscono per oscillare in- 
torno ad un intervallo, che può eccezionalmente ridursi ad un sol numero; ma 
se un tal numero, o limite unico, non esiste, è impossibile trovare, corrisponden- 
temente ad ogni numero positivo e, un numero y, tale che per n’ ed n” mag- 
giori di v, sia sempre |a, —@,,|<&, perchè, in virtù della seconda proprietà, 
se €<ph—À,, esistono valori arbitrariamente grandi di n’ ed n”, tali che 


| An — apu | > e: basta prendere aa L'a (à Fo TE e) ? lyn > t/a (2o y Po ch £). 


* 
* * 


Gli estremi oscillatorii. 


Anche nello studio delle funzioni è utile considerare i limiti minimo e mas- 
simo. Così, per esempio, l’ insieme dei valori che una funzione finita f(x) assume 
in (r,2+4-4), escluso x, ammette il limite inferiore À, funzione di %, che tende 
necessariamente ad un limite à, quando % tende a zero, perchè non può, decre- 
scendo %, variare senza crescere, pur mantenendosi inferiore al limite superiore 
p.. In modo analogo si definisce il limite massimo pọ. Evidentemente i valori di 
questi limiti (detti estremi oscillatorii della funzione) dipendono unicamente da 
%, ma possono, a sinistra, differire da quelli di destra. Le funzioni à (£) e pi(£), 
relative, per esempio, alla destra dei valori di x, sono caratterizzate dalle se- 
guenti proprietà: ad ogni numero positivo e corrisponde un numero h, tale che 
per ogni valore di x, preso fra a ed a-+h, si ha 


dla) -e<f(a)<Mho(4) +e ; 


ed in ogni intervallo (a,a-4-h), piccolo quanto si vuole, esistono numeri x' ed 
x” tali che 


(a) +e>/(2) , fa)<p(a)-£ . 
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Dopo ciò è facile dimostrare il teorema del $ 16, senza servirsi del lemma che lo 
precede (I, 15). Basta osservare che, quando non esiste il limite (unico) dei va- 
lori di f(x) alla destra di a, è XA) <p), € si può sempre, dato il numero posi- 
tivo e<p—À,, prendere æ ed æ” vicini ad a quanto si vuole, e tali che 


f(e)<'/a(M th 8) |» f(e")>!/a(At Bot 8) » 


in guisa cioè che risulti | f(x) — f(e°)|>e. Dunque, se per ogni e è soddisfatta 
la condizione |/(x°) — f(<”)| <e in un intervallo (a, a-h) sufficientemente pic- 
colo, esiste necessariamente il numero f(a + 0), uguale al comune valore di 
Za) e pla). 


* 
k k 


Dimostrazione del teorema di Cantor. 


Il primo teorema di Weierstrass, quantunque per sè stesso importante, 
si può toglier via dalla serie delle proposizioni fondamentali sulle funzioni, evi- 
tando di servirsene nel dimostrare (I, 29) il teorema di Cantor. Prendiamo le 
mosse dal punto in cui si è giunti a definire, in_corrispondenza ad un dato nu- 
mero positivo £, una funzione (æ), uguale, per ciascun valore di x, al mas- 
simo fra i numeri %, tali che per tutte le coppie di numeri g’ ed x", presi nel- 
l'intervallo (r--%,x+-%), esclusi al più gli estremi, sia |f(x')-/(2")|<e. 
Nel medesimo intervallo, esclusi gli estremi, prendiamo il numero g+ l, ed os- 
serviamo che la condizione precedente è soddisfatta in un intervallo, diviso per 
metà da x-|--Z, che ha un estremo coincidente con quello fra gli estremi del 
primo intervallo, che si trova più vicino ad 2-|-1, d'onde segue A(@ +2) ZA) FI, 
secondo che l è positivo o negativo. Invece non sempre ciò accade quando si 
prende l'estremo più lontano da 2-41; ed è poi certo che, se si considera un 
intervallo anche più grande, sempre diviso per metà da x -|--Z, non sussiste più 
quella condizione, altrimenti A(x) non sarebbe il massimo fra i numeri % consi- 
derati. Ne segue A(x +) <A(x)t!, secondo che } è positivo o negativo. Dun- 
que, in tutti i casi, 


|l@e+)—-Mh()|<|t| , limR(e+)=HM(0) , 


vale a dire che la funzione A(x) è continua. Intanto il secondo teorema di We- 
ierstrass afferma l’esistenza del minimo valore di A(x), e questo minimo À 
è positivo, giacchè tali sono tutti i valori di (æ). Ed ora è chiaro che l’ inter- 
vallo, di cui si parla nell’enunciato del teorema di Cantor, è appunto 22. 


$ 
3k $ 
Teorema di Hadamard. 


In seguito all’accenno fatto, in fondo al §9 del terzo capitolo, circa la de- 
terminazione del raggio di convergenza d’una serie di potenze, è utile conoscere 


il seguente teorema *) di Hadamard: se i numeri Via,|, per nest. 8,904 


*) « Sur le rayon de convergence des séries ordonnées suivant les puissances d'une va- 
riable » (Comptes rendus de l’Académie des sciences de Paris, 1888, p. 259). 
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costituiscono un insieme finito, il numero inverso del loro limite massimo misura 
il raggio di convergenza della serie a+} as -} as? +... Infatti, se si rappre- 


senta con pi il detto limite, ciò significa che le disuguaglianze 
3 RIE y ESAT LA 14 1 
Viai<i, Vial>r, (1<7<1) 


sono soddisfatte, la prima per tutti i valori di n, superiori ad un certo numero, 
la seconda per taluni valori di n, grandi quanto si vuole. Ora, se nella serie 
data, il cui termine generale è u, = 4,0", si suppone |x| <p, si può fra [| e p 
inserire un numero gp; poi, preso f=g:|x|, si ha sempre, a partire da un certo 
valore di n, 


Viu,|=|e|-Vja,|<a<1 , [nI Ki" 


e però la serie proposta converge assolutamente, giacchè i suoi termini finiscono 
per essere inferiori, in valore assoluto, ai corrispondenti termini della progres- 
sione geometrica convergente 1---9+g°+... Invece, se |2| >, si può pren- 
dere '=1:|x|, e non si cesserà mai d’ incontrare valori di n, per i quali si avrà 


Vju,|=|e|.Vja,j>1. [u,|>1- 


Ne segue, in questo caso, che la serie non è convergente, perchè la condizione 
limu,=0, necessaria per la convergenza, non può essere soddisfatta. Dunque p 
è il limite superiore dei valori di |x|, per i quali converge la serie considerata. 
Si noti, per finire, che, per avere p= 00, è necessario e sufficiente che il limite 


n 


massimo (e per conseguenza anche il limite minimo) di V |a„| sià nullo. Dun- 
que in lim Via, [=0 sta quanto occorre e basta affinchè la serie 
atarta,x+a,x®°+...... 
sia convergente per tutti i valori di x. 
dla 
Minimi e massimi delle funzioni. 


La discussione dei minimi e dei massimi (IIT, 25) delle funzioni d’una va- 
riabile si potrebbe più semplicemente esporre alla fine del secondo capitolo, 
fondandosi sul teorema di l Hospital, che dà 


im ff) _L"a) 


ezo (e—a) nl 


3 


nell’ ipotesi che a sia una radice (n—1)"?" di /"(). 

Per le funzioni di più variabili vogliamo far notare che la seconda parte 
della dimostrazione data nel § 11 del quarto capitolo è inaccettabile. Per inten- 
der bene l'objezione che si può fare. si consideri una funzione di due variabili 
(e=a+rcos0,y=d-+rsen0), icui valori intorno al punto (a,b) dipendono, 
per conseguenza, da r e da 6. Se, per un dato valore di 0, la funzione ha un 
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minimo in (4,0), ciò vuol dire che f(a,0)£/(,y) per quel valore di 0 che 
si considera, e per tutti i valori di r compresi in un certo intervallo (—p,p). 
Questo numero positivo p è ben determinato per ciascun valore di 0 se si con- 
viene di attribuirgli il più gran valore possibile. Al variare di 0 fra 0 e m 
(escluso un estremo), varia, in generale, anche p, e la corrispondente coppia di 
punti (a-t-pcos0 ,bt-psen0) descrive una curva chiusa, tale che nell’ interno 
di essa si ha sempre /(a,0)£f(x,y), mentre all’esterno, in punti vicini al con- 
torno quanto si vuole, f(x,y) diventa inferiore ad f(a,b). Ciò premesso, se la 
funzione p, come accade ordinariamente, raggiunge un valor minimo %Y2, si 
ha certamente /(a,0)</(x,y) tutte le volte che |z—-a|S%,|y_—d|ZA. Al- 
lora la funzione f(x,y) ha un minimo nel punto (a,b). Ciò non accade, invece, 
se i valori di p hanno semplicemente un limite inferiore nullo, perchè, dato h 
arbitrariamente piccolo, basterà prendere 0 sufficientemente vicino a quel va- 
lore, intorno a cui (I, 11) il limite inferiore di p è sempre 0, per poter rendere 
P<AV2; ed allora, prendendo r > p, si dovranno trovare valori di x e di y, 
tali che, pur essendo |e—-a|<%,]y—d|S%, si ha f(x,y) <f(a,5). 


* 
* k 
Cuspidi e flessi nel polo. 


Nella ricerca dei punti d’inflessione d'una curva piana, rappresentata in 
coordinate polari, abbiamo esclusi (VI, 24) i valori di 0 che annullano r insie- 
me ad r?-} 2r°— rr”, perchè annullano anche 7’, e per conseguenza r? + r'°, 
dimodochè non si sa dire che cosa diventa la curvatura. Anzi, in generale, è fa- 
cile constatare che questa, invece di tendere a zero, cresce oltre ogni limite, sic- 
chè si ha una cuspide invece d’un flesso. Per sapere, dunque, se il polo è un 
punto d’inflessione, bisogna porre uguale a zero l’espressione completa della 
curvatura, e non il solo numeratore; o pure discutere direttamente l’ andamento 
della curva intorno al polo. Supponiamo che r si annulli per 0=0,, ed in vi- 
cinanza del polo consideriamo, sulla curva, un punto, le cui coordinate rispetto 
alla tangente ed alla normale nel polo siano x=rcos(9 — 0,),y=rsen(0 — 0). 
Applicando il teorema di Hospital, per 0 tendente a 0,, si ottiene 

E ie. ca rcos(0—0,) _, } E cf 
pri Sage E Ba T di laf > 
dove r' s'intende calcolato per 6—=0,. Del resto anche la nota espressione di p 
si riduce, per r=0 ed r Zo, a p='/,r. Dunque, se la funzione r' si annulla 
insieme ad r per 6=0,, si ha p=0. Per avere un punto d’inflessione biso- 
gnerebbe invece che fosse r'—= o. i 


* 
* * 
Sulla torsione delle curve. 


Il calcolo della torsione si può eseguire in modo simile a quello che ci ha 
condotti (VII, 10) alla formola 


1 /dda? (/ddy? /d de\ 
Sta) 
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Infatti dalle 


( L \F=rti ns 
dep \p_a/Jp dedsdo— 


poi, quadrando e sommando, 


a 1\° 1 tja ddda8 (/d dA fd ade 
Portur e Tia 
A questa formola, che permette di calcolare » quando è noto p, si giunge an- 
che elevando al quadrato la formola (17) del §11, dopo aver messo il secondo 
membro sotto la forma più generale 
de ddax d dda 
ds dsds dsdsds |’ 
dy d dy dd dy 
ds dsds ds ds ds 
de ddz d d dz 
ds dsds ds ds ds 
come sempre (V,11,c) si può. 
Un altro elemento utile per la discussione delle curve storte è la torsione 
sferica, immaginata da Demartres. Essa è misurata dal rapporto a ds del- 


l'angolo dÙ di due sfere osculatrici infinitamente vicine. Se R è il raggio della 
sfera osculatrice, e do l'elemento della linea dei centri, si trova subito 


do = AR? + Ras. 


Intanto (VII, 20, 23) è noto che do=— xds, RAR =xxıdp, dove 


Dunque 


Sul calcolo delle curvature d’una superficie. 


Nelle formole date in fine del $ 28 dell’ottavo capitolo le derivazioni si sup- 
pongono fatte rispetto alle variabili indipendenti x ed y, trattando # come 
funzione delle variabili stesse. Rappresentiamo con l, m,n, per comodo di scrit- 
tura, i coseni direttori della normale alla superficie, ed osserviamo che, se invece 
di z si considera, per esempio, y come funzione delle altre due coordinate, una 
derivata parziale rispetto ad æ ha generalmente valori differenti nelle due ipo- 
tesi. D'altra parte è chiaro che nelle espressioni delle curvature è lecito sosti- 
tuire 2 ad y, come variabile indipendente, e simultaneamente n ad m. Orbene 
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è facile spiegarsi ciò tenendo conto del nuovo significato delle derivate parziali, 
Infatti, se si distinguono mediante parentesi le derivate rispetto alla coppia di 
variabili indipendenti x e g, si ha 


o .(2) l/d dr, Si 
soa) 3): 


Le)! È-) 
d(l,n) __ md((l,n)) 


Similmente 
d(r,y) = nd((0,2))” 
quindi, eliminando le derivate di m mediante le condizioni 


dI dm, dn dl ðm dn 
pote Rn 3 it ono k 


si trova 


dllm) _ n d(l, n) __d((2,n)) 
Dle, y) md, y) d((2,2)) 


* 
* k 
Formole di Rodrigue. 


La condizione (VIII, 36) perchè il punto (x,Y,#) generi una linea di cur- 
vatura, sopra una data superficie, si può immediatamente scrivere esprimendo 
che il piano normale alla linea considerata deve (VIII,15,@) coincidere col piano 
rettificante d’una sviluppata di questa linea, le cui tangenti sono normali alla 
superficie, sicchè si deve avere 

de __dy _de 

di dm dn 
Son queste le formole di Rodrigue, che si riducono ad una sola se si tien conto 
della condizione di perpendicolarità ldg + mdy + ndz =0. Inversamente, quando 
le relazioni precedenti sono soddisfatte, si ha pure 


è dl | da=30, 
m dm dy 


n dn ds 


vale a dire (VIII, 9) che la normale alla superficie genera una sviluppabile, e 
però il punto (x,y, Z) si sposta lungo una linea di curvatura. È poi facile vedere 
che il comune valore dei precedenti rapporti rappresenta, a prescindere dal se- 
gno, il corrispondente raggio principale di curvatura. Finalmente dalle formole 
di Rodrigue si passa alla condizione ottenuta nel citato paragrafo differen- 
ziando l= — np , m = — nq, ed osservando che dl + pdn, dm + gdn, e per 
conseguenza anche dx + pdz , dy + gdz, sono proporzionali a dp, dg. 
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Formola generale di Stirling. 


La formola di Stirling (III, 18, b), che permette di calcolare n! quando n 
è molto grande, si può dedurre dalla formola più generale 


Ca lella 
Ia)=V2nx e. 1%, (1) 
supponendo x uguale ad un numero intero n, ed osservando che n! =n T (n). 
Per dimostrare la (1) si parta dalla nota (III, 26, î) eguaglianza 


n=% 


log (x)= — log g +X (2logn — (x — 1)log (n—1) — log (x +n — 1) À 


n=2 


e se ne facciano sparire i logaritmi, nel secondo membro, mediante la formola 


w ] æ Ce) o { 
loga= f ca fas P E OE a 
1 Fd 0 o 


Si trova subito 


x É gt a idt 
logTa)= f |@—De i PA (2) 
0 
poi, integrando fra x ed z-|-1, e ricordando (IX, 10, h) la formola di Raabe, 

ERA" ai 1 1 e~% | di 

Li l = LIRE NILO SEI = ipi 

zlogz— z+ log 2r f (e 5 ale | 7 7 

0 


Il secondo membro si può spezzare in 


wi 1 igi L) adi L fe~ E” 
1 era) + +4) a OA 
0 0 
Dunque 
1 SI ll 1 Mar a Fagioli 1a pc E. 
(e-F)iogaetiogyan=f (1-1) (rti) T. 
0 
Ora la (2) diventa 
1 a c'e | 
logIXa)=(2— It — x +logV/2r +f (= AS 
0 
Intanto, se si prende n= 1:(1— e™*) nelle note (III, 18, b) disuguaglianze 


1<(n- a) <1 +: 


si trova 
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— 395 — 


e per conseguenza si può scrivere 


VO i ARRE NST ORI 9 RETI. 
S(r- Cota aan 
0 0 


rappresentando con 0 un numero compreso fra 0 ed 1. Dunque 


1 —, 0 
log (x) =(2— z)ose—a +log V27 Ea 2 


Passando dai logaritmi ai corrispondenti numeri si trova la formola (1). 
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CORREZIONI ED AGGIUNTE 


Pag. 15, linea 8, dal fondo, invece di gli stessi limiti, inferiore e superiore, leggere lo stesso 


» 


» 
» 


» 
» 


» 


limite, inferiore 0 superiore. 

30, linea 12 (non 11) invece di destro o sinistro, leggere destro e sinistro. 

34, in fondo: non è necessario ricorrere alle derivate logaritmiche per dimostrare la regola 
della derivazione d’un prodotto di n funzioni y = uvw..... Ammesso il teorema per 
n — l fattori, basta scrivere y'=w'(vw.....) + ulww..... Y’, ecc., per estenderlo al 
caso di n fattori. 

35, $7: la regola per la derivazione d'un quoziente y = «:v si può dedurre da quella per la 
derivazione d'un prodotto scrivendo 

ld U ' ’ 
u=vy , wW=vy + oy , y'= x i = ; 

ma prima bisogna far notare che la derivata del prodotto di due funzioni non esiste 
quando una sola di queste funzioni ha la derivata per valori della variabile indipen- 
dente, che non annullano la funzione stessa. Dopo ciò si può affermare che, ammessa 
l'esistenza di w’ e v’, e supposto vZ0 , esiste anche y’; ecc. 

40, linea 12, dopo intervallo inserire (a,b). 

44, $16: per intender bene la differenza tra crescente in un intervallo e crescente intorno 


ad un valore della variabile indipendente, basti l esempio della funzione =; che si 


deve chiamar crescente a destra dello zero, qualunque valore le si assegni per 2=0, 
mentre è decrescente in ogni intervallo (0 , h), escluso l'estremo inferiore, per quanto 
piccolo sia h. 


49 ($ 27, d). Si aggiunga, come esempio, f(x) =senlog@, e si osservi che 
sen log æ = V2 sen (t/r +logë) , 


sicchè, non potendo sen2(1/47 + logé) superare 4/3, vi sono sempre in (0 sh), per 
quanto piccolo sia A , infiniti intervalli, costantemente evitati da 5: essi appartengono 
alla successione (9,4?) , (93, q4) , (45, 49), ..., dove logg =— 1h T. 

53, linea 2, invece di un altra leggere un’altra. ; 

85, » 23, con le parole di grado idrici ad n sì vuole intendere: il cui grado sia, al 
più, n—-1. 

90, sulla figura: la freccia, nel TAR 3, deve partire da 2 e non da 1. 


» 125, linea 10, invece di (III, 12) leggere (III, 10). 

» 129, » 9, dal fondo, invece di 0y leggere dy. 

» 133, » 15,dopo continue mettere una virgola. 

» 167, » 10, dal fondo, invece di Fœ leggere +o. 

» 250, » 3, invece di {+ co mettere, dappertutto, + œ. 
» 254, » 15, invece di divisione leggere discontinuità. 
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— Pag. 257 ($ 10, f). Agli esempii d'integrazione diretta ci piace aggiungerne uno, dovuto a Fou- 


rier (Oeuvres, t. I, p. 402). Supponendo conosciuta la formola 


seng -+ 1/3sen3e + 1/ysen 5x 4... =!/47.(— pi] È 


se si divide (0 , cc) in infiniti intervalli, il primo dei quali abbia la grandezza h, e gli 
aliri u una grandezza doppia, si ha 


pa Ene, dec} A A ETET AT )=!/27—limsenh=!/p7 i 
=0 
0 
= j È dæ 
288, linea 8, dal fondo, mettere un J innanzi a STI: 
813, » 6, sotto il terzo segno integrale, invece di æ” zi leggere y”7 
319, » 1,in principio manca j). 


333, sulla figura, si legga aV 7 È 


349 (8 6, a). Ai risultati qui ottenuti si giunge molto più rapidamente mercè l'uso delle coor- 
dinate polari. Infatti si vede subito (VI, 9) che l'equazione da integrare è r'=rcot20, 
o r'=— rtg20; quindi r=aVsen29 Rigi a. r=acos20. È poi da notare che due 
lemniscate qualunque, prese nelle due famiglie, si tagliano, fuori, del polo, ad an- 
golo retto. 

375, alla fine del $ 17, si suppone che si vada in cerca di superficie tangenti ai piani dati ; 
ma si noti che esistono sempre infinite linee soddisfacenti alle medesime condizioni, 
anche quando non è soddisfatta la (19). Infatti l'eliminazione di z fra la (17) ed una 
relazione arbitraria 9(2,y,z)=0 conduce ad un'equazione differenziale del primo 
ordine fra due variabili, e questa ammette sempre una semplice infinità di integrali. 

378, linea 3, dal fondo, si sottintende che l'integrazione a cui si accenna dev'esser fatta trat- 
tando 9 come costante. 

383, linea 5: l'equazione differenziale qui scritta si deduce da quella citata (XI, 7,c) cam- 
biando @ in ra—« ed y in 2a—y. 
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